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Re´sume´
Ce travail a pour cadre une collaboration entre le LMA et Thales Alenia Space. Nous nous inte´-
ressons au comportement des structures flexibles et plus particulie`rement des me`tres rubans qui
ont la particularite´ de pouvoir, graˆce a` l’aplatissement de la section, s’enrouler ou de´velopper
des pliages localise´s. Une premie`re the`se a permis d’une part la mise au point d’un nouveau type
de me`tre ruban au de´roulement maˆıtrisable thermiquement et d’autre part le de´veloppement
d’un mode`le plan de poutre a` section flexible. Dans le travail de the`se pre´sente´ ici, nous pro-
posons une version e´tendue de ce mode`le adapte´e a` la simulation du comportement dynamique
tridimensionnel des me`tres rubans en grands de´placements et en grandes rotations. Ce mode`le
est de´rive´ de la the´orie des coques et repose sur l’introduction d’hypothe`ses cine´matiques et
sthe´niques adapte´es. La de´formation de la section est caracte´rise´e par celle de sa ligne moyenne
qui peut se de´former dans son plan par flexion et torsion mais non par extension, ainsi que hors
de son plan par gauchissement de torsion. Les fortes variations de forme de la section dans son
plan peuvent alors eˆtre de´crites par une cine´matique de type Elastica, tandis qu’une cine´ma-
tique de type Vlassov est utilise´e pour de´finir le gauchissement dans le repe`re local attache´ a` la
section. Le mode`le unidimensionnel est obtenu par inte´gration sur la section des expressions de
la the´orie des coques, une approche e´nerge´tique permet ensuite de formuler le proble`me associe´
qui est re´solu graˆce au logiciel de mode´lisation par e´le´ments finis COMSOL.
Mots-cle´s : Poutres a` section mince de´formable, Gauchissement, Grands de´placements, Grandes
rotations, Structures flexibles, Structures de´ployables, Me`tres rubans, Dynamique,
E´le´ments finis.
Abstract
Title: A rod model with flexible thin-walled cross-section. Application to the folding of tape
springs in 3D.
This work was carried out within the framework of a collaboration between the LMA and
Thales Alenia Space. We focus on the behaviour of flexible structures and more specifically
of tape springs, whose particularity lies in their capacity to coil up or to form localized folds
through the flattening of their cross-section. A first thesis led to the development of a new type
of tape spring whose uncoiling is controlled thermically on one hand and of a planar rod model
with a flexible thin-walled cross-section on the other hand. In this thesis, we offer an extended
version of this model dedicated to the simulation of three-dimensional dynamic behavior of tape
springs in large displacements and large rotations. This model is derived from shell theory and
is based on the introduction of adapted kinematic and sthenic hypotheses. The deformation
of the cross-section is characterized by that of its average line which can deform in its own
plane by flexion and twisting but not by extension, as well as out of its plane through torsional
warping. The large changes of the cross-section shape in its plane can then be described by
an Elastica kinematics, whereas a Vlassov kinematics is used to define the warping in the local
frame attached to the section. The unidimensionnal model is obtained by integration over the
cross-section of the expressions of the shell theory, an energetic approach then allows to express
the associated problem which is solved thanks to the finite element modeling software COMSOL.
Keywords: Rods with deformable thin-walled cross-section, Warping, Large displacements,
Large rotations, Flexible structures, Deployable structures, Tape springs, Dynamics, Finite ele-
ments.
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Introduction
A` l’origine de ce travail de the`se se trouve un projet du service Recherche Technologie Science
et Observation (RTSO) de la socie´te´ Thales Alenia Space (TAS), dont la mission est d’antici-
per les futurs enjeux de l’observation spatiale et de de´velopper de nouveaux concepts pour y
re´pondre. Parmi ces enjeux scientifiques et techniques, les constructeurs de satellites d’observa-
tion cherchent notamment a` ame´liorer la performance des te´lescopes, c’est-a`-dire principalement
leur re´solution et leur contraste, afin de pouvoir observer des objets spatiaux de plus en plus
distants et de moins en moins lumineux. Pour cela la voie la plus directe consiste a` augmenter
le diame`tre du miroir primaire et par conse´quent sa masse. Dans le cas des te´lescopes spatiaux,
ces augmentations sont limite´es par la taille de la coiffe des lanceurs et la charge maximale qu’ils
peuvent transporter. L’augmentation de la taille des te´lescopes spatiaux doit donc eˆtre couple´e
avec la mise au point de structures plus le´ge`res qu’il serait possible de rendre plus compactes
lors de la phase de lancement, autrement dit des structures de´ployables.
Traditionnellement, les structures de´ployables sont constitue´es d’e´le´ments rigides articule´s et
ne´cessitent l’apport d’e´nergie exte´rieure pour leur de´ploiement. Ce type de structures est peu
adapte´ a` l’environnement spatial, notamment car celles-ci manquent en ge´ne´ral de pre´cision et
de fiabilite´. Mais e´galement car elles peuvent ne´cessiter une lubrification de certaines pie`ces, ce
qui est difficilement envisageable a` proximite´ de pie`ces optiques comme les miroirs d’un te´les-
cope. Le concept de´veloppe´ par le service RTSO pour re´pondre a` cette proble´matique est celui
d’une structure de´ployable innovante, utilisant des e´le´ments flexibles qui permettent d’obtenir
une configuration replie´e d’une grande compacite´ et qui sont a` l’origine du de´ploiement auto-
nome de la structure.
Plus pre´cise´ment, il s’agit d’un te´lescope constitue´ d’un miroir primaire et d’un miroir secondaire
relie´s par une structure de type hexapode dont chaque jambe est un me`tre ruban, c’est-a`-dire un
e´le´ment me´canique capable de subir d’importants changements de forme tout en restant dans
le domaine e´lastique. L’utilisation de me`tres rubans comme e´le´ments de´ployables de structure
permet de re´pondre de manie`re a priori satisfaisante aux exigences e´voque´es pre´ce´demment.
En effet, ils peuvent eˆtre enroule´s ou plie´s afin d’obtenir une structure tre`s compacte tout en
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pre´sentant une rigidite´ importante une fois de´ploye´s. De plus, l’e´nergie emmagasine´e lors de leur
enroulement ou de leur pliage peut eˆtre utilise´e comme moteur du de´ploiement.
Afin de passer du concept a` une technologie spatialisable, c’est-a`-dire a` une structure au de´-
ploiement fiable, controˆlable et pre´cis dont tous les e´le´ments soient aptes a` e´voluer dans l’Es-
pace, un certain nombre de verrous scientifiques et techniques doivent eˆtre leve´s. Certains de
ces verrous sont relatifs aux me`tres rubans : mode´lisation nume´rique d’un ruban, connaissance
et exploitation des proprie´te´s ge´ne´rales des me`tres rubans ou spe´cifiques a` certaines cate´go-
ries (e.g. rubans bistables). Certains concernent l’aspect structure : mode´lisation de structures
multi-rubans, comparaison qualitative de diffe´rentes configurations, e´tude de stabilite´. Tandis
que d’autres sont spe´cifiques au domaine de l’optique spatiale : utilisation de mate´riaux spa-
tialisables, de´veloppement de solutions permettant un de´ploiement controˆle´ et pre´sentant une
pre´cision d’alignement suffisante au fonctionnement d’un te´lescope.
La forte repre´sentation de ces diffe´rents axes de recherche au sein de l’e´quipe Mate´riaux et
Structures du Laboratoire de Me´canique et d’Acoustique (LMA) a conduit a` une collaboration
avec Thales Alenia Space, au cours de laquelle trois the`ses ont de´ja` e´te´ initie´es. La premie`re
the`se [59] e´tait axe´e autour de deux the`mes : un aspect technologique avec la mise au point
d’un me`tre ruban au de´ploiement amorti et controˆlable ; ainsi qu’un aspect mode´lisation avec le
de´veloppement d’un mode`le simplifie´, vis a` vis d’un mode`le classique de coque, permettant de
rendre compte de l’apparition de plis localise´s par aplatissement de la section du ruban.
Concernant l’aspect technologique, un me`tre ruban bi-couches au de´ploiement controˆlable ther-
miquement a e´te´ brevete´. Ce ruban est compose´ d’une couche de mate´riau composite et d’une
couche de mate´riau visco-e´lastique qui assure le maintien en position enroule´e du me`tre ruban et
permet d’amortir son de´ploiement. Un mode`le plan de poutre a` section flexible a e´galement e´te´
propose´ pour la simulation du comportement des me`tres rubans. Ce mode`le a permis de retrouver
qualitativement bon nombre de phe´nome`nes observe´s expe´rimentalement comme l’apparition et
la disparition de plis, mais n’a pas e´te´ re´ellement valide´ d’un point de vue quantitatif. De plus,
il n’est pas capable de reproduire des sce´narios mettant un jeu des phe´nome`nes tridimensionnels
(flexion hors plan, torsion, etc.).
Les travaux de recherche pre´sente´s ici font suite a` cette premie`re the`se et sont le re´sultat de
la seconde the`se ayant e´te´ re´alise´e dans le cadre de la collaboration entre le LMA et TAS. Ces
travaux avaient pour objectif premier de ge´ne´raliser le pre´ce´dent mode`le a` la simulation du
comportement tridimensionnel des me`tres rubans. Un tel mode`le ne´cessite la prise en compte
des mouvements en trois dimensions, de la torsion mais e´galement du gauchissement tout en
conservant l’aspect de´formable de la section dans son plan pour permettre l’apparition de plis
en trois dimensions. Il n’est donc pas e´vident de pouvoir simuler l’ensemble de ces phe´nome`nes
tout en conservant un nombre de parame`tres re´duits, dans la ligne´e du mode`le pre´ce´dent. Enfin,
la troisie`me the`se (qui est actuellement en cours) se concentre sur la mode´lisation et l’analyse
de stabilite´ de structures de´ployables multi-rubans [79, 78].
La premie`re partie de ce me´moire, qui est constitue´e des deux premiers chapitres, pre´sente
un e´tat de l’art sur les me`tres rubans en ge´ne´ral, sur leurs applications et sur leur mode´lisa-
tion. Le premier chapitre de´bute par une pre´sentation plus approfondie du projet de Thales
Alenia Space afin d’en mettre en e´vidence les objectifs et les contraintes. Les me`tres rubans
en tant qu’e´le´ments de structure sont ensuite conside´re´s, avec le de´tail de leurs caracte´ristiques
3autant ge´ome´triques que comportementales. Cette partie doit notamment permettre de cerner
les enjeux de la mode´lisation des me`tres rubans, qui pre´sentent un comportement me´canique
fortement non-line´aire et instable. Enfin, un recensement des diffe´rentes utilisations qu’il en a
e´te´ faites jusqu’a` ce jour est e´galement re´alise´.
Le deuxie`me chapitre de´bute par une revue des diffe´rents mode`les de la litte´rature ayant e´te´
utilise´s pour simuler le comportement de me`tres rubans et conduit a` la conclusion qu’il n’existe
pas, dans la litte´rature, de mode`le adapte´ aux besoins de Thales Alenia Space. En effet, le de´ve-
loppement d’un concept tel que celui envisage´, ne´cessite un nombre non ne´gligeable d’ite´rations
lors de la conception pour arriver a` un re´sultat satisfaisant. Les mode`les existants sont alors trop
complets et donc trop couˆteux en terme de temps de calcul pour une phase de de´veloppement,
ou au contraire trop simplifie´s pour permettre une e´tude suffisamment fine du comportement
en trois dimensions de structures multi-rubans dans un cadre dynamique. Il apparaˆıt donc ne´-
cessaire d’e´tendre le mode`le de poutre a` section flexible de´veloppe´ pendant la the`se pre´ce´dente
au comportement en trois dimensions des rubans, ce qui implique de prendre en compte le gau-
chissement duˆ a` la torsion en plus de la de´formation de la section dans son plan. A` cette fin, un
e´tat de l’art des mode`les de poutres a` section de´formable est re´alise´.
Les deux chapitres suivants constituent la seconde partie du me´moire dans laquelle sont re´sume´s
les travaux re´alise´s dans le cadre de cette the`se. Ces travaux ont conduit au de´veloppement d’un
mode`le original de poutre a` section flexible dans son plan et de´formable par gauchissement de
torsion. Ce mode`le unidimensionnel permet de rendre compte de l’apparition de pliages locali-
se´s par aplatissement de la section et est capable de simuler le comportement tridimensionnel
statique et dynamique de me`tres rubans en grands de´placements et en grandes rotations.
Le troisie`me chapitre pre´sente les principales e´tapes de l’e´criture du mode`le, ainsi que sa particu-
larisation au cas des me`tres rubans. L’approche retenue consiste a` partir d’un mode`le de coque
dans lequel est introduit un certain nombre d’hypothe`ses simplificatrices adapte´es a` la ge´ome´trie
e´lance´e de ce type de structure. La de´formation de la section dans son plan est prise en compte
graˆce a` une cine´matique de type Elastica, tandis que le gauchissement de torsion suit une cine´-
matique de Vlassov dans le repe`re local attache´ a` la section. Les e´nergies potentielle et cine´tique
de coque sont alors explicite´es en fonction des parame`tres du mode`le, tandis que l’utilisation de
fonctions de forme pour de´crire la section permet la re´duction du mode`le bidimensionnel en un
mode`le unidimensionnel. Dans le cas particuliers des me`tres rubans, il est possible de trouver
une unique fonction donnant une approximation valable de la forme de la section et permettant
une inte´gration analytique des e´nergies sur la section. Le mode`le unidimensionnel obtenu fait
intervenir un nombre re´duit de parame`tres cine´matiques, ayant un sens me´canique clair, ce qui
permet une interpre´tation des e´quations et une identification des couplages entre comportement
de poutre et de coque plus aise´es.
Dans le quatrie`me et dernier chapitre, un certain nombre de simulations illustrant les capa-
cite´s du mode`le sont pre´sente´es. L’imple´mentation nume´rique a e´te´ re´alise´e dans le logiciel de
calcul par e´le´ments finis COMSOL qui pre´sente l’avantage d’effectuer de manie`re automatique
la diffe´rentiation des expressions des e´nergies du mode`le, e´tape ne´cessaire a` la re´solution du pro-
ble`me e´lastodynamique sous forme faible par application du principe d’Hamilton. Les re´sultats
d’essais statiques et dynamiques, choisis pour leur repre´sentativite´ des phe´nome`nes plus ou moins
complexes pouvant eˆtre observe´s expe´rimentalement (pliage, flambage, etc.), sont pre´sente´s et
compare´s dans la mesure du possible a` des re´sultats obtenus par d’autres biais.

Chapitre
I
Les me`tres rubans et leurs
applications
A
l’heure actuelle, deux tendances oppose´es coexistent dans le
domaine de la conception de satellites. D’un cote´, les avan-
ce´es en terme de microsyste`mes e´lectrome´caniques (MEMS)
ou de propulsion ionique ont permis une re´duction de la masse embar-
que´e, conduisant au de´veloppement des mini, micro, nano et picosatel-
lites. Mais les besoins en alimentation e´lectrique de ces satellites minia-
turise´s n’ont pas diminue´ line´airement avec leur masse, ils ne´cessitent
donc des panneaux solaires de surface importante. D’un autre cote´, les
dimensions des satellites de te´le´communications et des instruments scien-
tifiques spatiaux tels que les te´lescopes tendent a` augmenter fortement
mais leur taille est limite´e par celle des lanceurs. Dans les deux cas, on
peut observer un inte´reˆt grandissant pour les structures de´ployables. Dif-
fe´rentes solutions technologiques sont alors envisageables : les structures
rigides articule´es, les structures gonflables mais e´galement les structures
utilisant l’e´nergie e´lastique comme moteur du de´ploiement, particulie`-
rement attractives dans le domaine spatial. Souhaitant de´velopper une
telle structure, Thales Alenia Space s’inte´resse a` un e´le´ment me´canique
en particulier : le me`tre ruban. Afin de poser le contexte industriel de ces
travaux, ce premier chapitre de´butera par une pre´sentation du projet de
Thales. Les proprie´te´s intrinse`ques des me`tres rubans seront ensuite de´-
taille´es qu’elles soient ge´ne´rales ou spe´cifiques a` certains types de me`tres
rubans, permettant ainsi de mieux cerner les enjeux de leur utilisation
comme e´le´ments de structure. Enfin, nous dresserons un bref e´tat de
l’art des structures de´ployables utilisant des me`tres rubans, confirmant
le caracte`re innovant de ce projet.
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I.1 Vers un te´lescope de´ployable a` base de me`tres rubans
I.1.1 Contraintes lie´es aux structures spatiales
I.1.1.a L’environnement spatial
La principale difficulte´ rencontre´e dans la conception de syste`mes spatiaux re´side dans les nom-
breux phe´nome`nes physiques existant dans leur environnement ope´rationnel (i.e. l’environne-
ment spatial) mais absents de la surface de la Terre. Ces phe´nome`nes, comme le vide spatial,
la microgravite´, les rayonnements ou les e´ruptions solaires sont pour la plupart ne´fastes pour le
satellite et tre`s difficiles a` reproduire en laboratoire.
Les satellites croisent dans un vide presque absolu ou` la pression avoisine les 10−9 Pa. A` de
telles valeurs, les atomes superficiels des e´le´ments du satellite peuvent se sublimer, conduisant
e´ventuellement au blocage des me´canismes. Pour e´viter ce proble`me il est possible de recourir a`
des lubrifiants, mais ceux-ci doivent avoir e´te´ spe´cifiquement conc¸us pour l’environnement spa-
tial. Les e´le´ments du satellite peuvent aussi eˆtre contamine´s par des matie`res organiques issus
du de´gazage de certains mate´riaux (principalement les polyme`res). Les mate´riaux utilise´s sur un
satellite ainsi que les traitements qu’ils rec¸oivent doivent donc eˆtre valide´s pour une utilisation
dans le vide spatial a` travers un processus dit « de qualification ».
Les contraintes thermiques sont e´galement importantes et de natures diverses. Les satellites
sont tout d’abord sujets au cyclage thermique, c’est-a`-dire au passage d’une zone e´claire´e par le
Soleil a` une zone d’ombre, avec une variation tre`s rapide de la tempe´rature pouvant aller jusqu’a`
300 K. Un gradient thermique important de l’ordre de 150 K peut aussi apparaˆıtre entre les
diffe´rentes faces du satellite lorsque celui-ci entre dans une zone e´claire´e. Pour limiter l’impact
de ces diffe´rences de tempe´rature, les satellites sont enveloppe´s dans une couverture isolante
multi-couches ou MLI (Multi-Layer Insulation) a` faible conductivite´ thermique, qui pre´vient le
rayonnement infrarouge et qui donne au satellite sa couleur dore´e (voir Figure I.1). Les e´le´ments
exte´rieurs comme les antennes doivent e´galement eˆtre prote´ge´s par l’utilisation de mate´riaux
et/ou de peintures isolants. Enfin, la structure du satellite et les e´le´ments sensibles sont re´alise´s
a` partir de mate´riaux ayant un coefficient de dilatation tre`s faible (carbure de silicium, certains
composites en carbone, etc.). C’est notamment le cas des te´lescopes pour lesquels une pre´cision
de l’ordre du micro-me`tre est ne´cessaire dans le positionnement relatif des miroirs.
Figure I.1: Le satellite Jason 2 en orbite depuis 2008 [5]
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Les e´quipements embarque´s, essentiellement e´lectroniques, produisent aussi de l’e´nergie ther-
mique de manie`re abondante. Or, il est ne´cessaire d’e´vacuer cette e´nergie afin de maintenir
la tempe´rature de ces composants et des e´quipements a` proximite´ dans une plage de valeurs
permettant leur fonctionnement. Dans le vide, l’e´nergie thermique ne peut eˆtre e´vacue´e naturel-
lement que par rayonnement, processus de refroidissement bien moins efficace que la convection.
Les composants qui produisent le plus de chaleur sont donc, autant que possible, place´s sur des
radiateurs tourne´s vers l’exte´rieur du satellite et ayant une forte e´missivite´ dans l’infrarouge.
Tandis que les e´quipements ne´cessitant d’eˆtre situe´s a` l’inte´rieur du satellite sont refroidis graˆce
a` des caloducs, qui e´vacuent l’e´nergie thermique vers l’exte´rieur du satellite. A` l’inverse, lorsque
certains e´quipements ne fonctionnent pas en permanence, il peut eˆtre ne´cessaire de les maintenir
a` une tempe´rature minimum par le biais de re´sistances chauffantes.
Les e´ruptions solaires et les rayons cosmiques sont aussi a` meˆme de ge´ne´rer des erreurs dans le
traitement des donne´es par l’e´lectronique du satellite ou de de´grader progressivement certains
mate´riaux. Si l’orbite du satellite l’ame`ne a` traverser les ceintures de Van Allen, les protons et
les e´lectrons a` haute e´nergie risquent d’entraˆıner la de´gradation des composants e´lectroniques,
des mate´riaux et des instruments optiques. A` plus basse altitude, c’est l’oxyge`ne atomique qui
attaque les mate´riaux et entraˆıne leur de´sinte´gration. Le satellite peut, de plus, entrer en colli-
sion avec des de´bris produits par l’activite´ ae´rospatiale (autres satellites, restes de fuse´e) ou avec
des (micro-)aste´ro¨ıdes, bien que les trajectoires des plus importants soient re´fe´rence´es. Dans les
cas les plus extreˆmes, ces re´actions peuvent causer la de´faillance d’un composant indispensable
au fonctionnement du satellite. Une solution possible, retenue pour la Station Spatiale Interna-
tionale, consiste a` recourir a` un blindage mais ne prote`ge pas comple`tement les engins spatiaux
et a un couˆt prohibitif (10% de la masse de la Station Spatiale).
Afin de ve´rifier l’aptitude du satellite a` e´voluer dans un tel environnement, des essais spe´cifiques
sont re´alise´s. Parmi ceux-ci, on trouve notamment des essais de vide-thermique qui permettent de
simuler le fonctionnement du satellite dans les conditions spatiales ; des mesures de performance
radioe´lectrique en chambre ane´cho¨ıde ; des essais me´caniques tels que la mise en apesanteur des
ge´ne´rateurs solaires et des re´flecteurs d’antennes ; ainsi que des tests fonctionnels destine´s a` ve´-
rifier que chaque e´le´ment ou sous-ensemble remplit la mission qui lui a e´te´ fixe´e dans le cahier
des charges. Ces tests concernent diffe´rents niveaux de l’architecture du satellite (composants,
sous-ensembles, satellite) et sont re´alise´s sur des mode`les interme´diaires ou bien dans certains
cas sur le mode`le de vol. Ils sont d’autant plus pousse´s que la possibilite´ de maintenance en
orbite est quasi nulle, de part le couˆt trop e´leve´ que cela repre´senterait. Les seules ope´rations de
maintenance recense´es sont les cinq interventions qui ont eu lieu sur le te´lescope Hubble entre
1993 et 2009, quelques ope´rations sur des satellites espions ame´ricains en orbite tre`s basse et les
ravitaillements de la Station Spatiale Internationale.
I.1.1.b Le lancement
Un satellite est constitue´ de deux sous-ensembles : la plate-forme et la charge utile. La plate-forme
regroupe la structure du satellite ainsi que tous les e´le´ments ne´cessaires a` son fonctionnement
(syste`mes de propulsion, de production de l’e´nergie, de controˆle thermique, de controˆle d’atti-
tude et d’orbite, etc.) et peut eˆtre standardise´e. La charge utile englobe tous les instruments
ne´cessaires a` la mission spe´cifique du satellite (e.g. instruments scientifiques, instruments op-
tiques, radars, antennes) selon qu’il s’agisse d’une mission militaire, scientifique, d’observation,
de localisation et de navigation, de te´le´communication...
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La tenue me´canique d’un satellite est assure´e par sa structure qui supporte les principaux sous-
ensembles du satellite et qui assure l’interface me´canique avec la coiffe du lanceur. Elle doit donc
eˆtre dimensionne´e pour supporter sans dommages les efforts me´caniques subis pendant la mise
en orbite. Ces sollicitations sont principalement dues au bruit lors du de´collage (environ 180
dB(A) pour la fuse´e Ariane 5), aux vibrations provoque´es par les moteurs et les turbopompes
de la fuse´e pendant le vol propulse´ qui s’e´chelonnent de 0 a` 2000 Hz, ainsi qu’aux acce´le´rations
et de´ce´le´rations que subit la fuse´e lors de la se´paration des e´tages, de la se´paration de la coiffe et
du largage du satellite, qui peuvent atteindre 4 ou 5 g pendant la phase finale du vol propulse´.
Afin de ve´rifier la tenue du satellite sous ces efforts, plusieurs types d’essais sont re´alise´s dont
des tests d’inte´gration pour la validation des interfaces, des essais en vibrations sur pot vibrant,
et des essais de re´sistance au bruit en chambre acoustique re´verbe´rante.
Figure I.2: Orbites principales de´crites par les satellites [2]
Ces contraintes de tenue me´canique au lancement sont de´terminantes lors de la conception de
la plate-forme et de la charge utile, notamment pour les choix en terme de rigidite´ et de masse.
Le lanceur en lui-meˆme est e´galement une source de contraintes qui sont des limites en terme de
volume et de masse. En effet, le satellite et ses appendices doivent occuper un volume infe´rieur
a` celui disponible dans la coiffe tandis que la masse de l’ensemble est limite´e par la puissance du
lanceur. Le lanceur Ariane 5 offre par exemple une capacite´ volumique maximale correspondant
a` un cylindre de 4,57 m par 17 m pour sa coiffe longue et 12,7 m pour sa coiffe courte. Il est ainsi
capable d’emporter des charges allant jusqu’a` 21 t en orbite basse LEO (Low Earth Orbit, voir
Figure I.2) et jusqu’a` 10,5 t en orbite de transfert ge´ostationnaire GTO (Geostationary Transfert
Orbit).
I.1.2 De l’inte´reˆt des structures de´ployables pour le spatial
Les structures de´ployables sont de manie`re ge´ne´rale particulie`rement inte´ressantes pour le do-
maine du spatial et ce pour plusieurs raisons. Tout d’abord, elles permettent une re´duction du
volume du satellite et de ces appendices graˆce a` l’obtention d’une configuration gerbe´e plus com-
pacte que la configuration de fonctionnement. Il devient alors possible de mettre en orbite des
satellites dont les dimensions en configuration de´ploye´e exce`dent celles de la coiffe du lanceur
utilise´. Mais e´galement a` cause de divers avantages de´coulant potentiellement de l’utilisation
de structures de´ployables, comme un gain en terme de masse (recherche´ en permanence lors
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de la conception d’un satellite) ou bien la possibilite´ de modifier la configuration de la struc-
ture dans son e´tat expanse´. Ce dernier point permettrait par exemple de corriger des erreurs
de positionnement apparues lors du lancement voir meˆme d’optimiser des re´glages en cours de
fonctionnement. Enfin, ces structures (ge´ne´ralement de grande dimension) sont plus a` meˆme de
re´sister aux efforts subit pendant le lancement dans leur configuration gerbe´e.
Les quatre principaux types de structures spatiales de´ployables sont les maˆts, les panneaux
solaires, les antennes et les te´lescopes. Les maˆts sont utilise´s pour e´loigner des instruments e´lec-
troniques du satellite afin de re´duire les interfe´rences ou bien pour supporter d’autres structures
comme les panneaux solaires. Ces derniers, qui doivent eˆtre les plus grands possibles afin de
produire la puissance ne´cessaire au fonctionnement des instruments embarque´s, sont tradition-
nellement constitue´s d’un ensemble de panneaux rigides articule´s a` l’aide de charnie`res. Mais une
tendance aux panneaux solaires souples et stocke´s dans une configuration enroule´e se de´veloppe
depuis quelques anne´es. Les antennes sont, quant a` elles, ne´cessaires aux communications entre
la Terre et le satellite ou entre plusieurs satellites et peuvent aussi eˆtre utilise´es pour re´aliser des
observations astronomiques ou terrestres. Enfin, les te´lescopes permettent d’observer la Terre
ainsi que des galaxies ou des objets ce´lestes e´loigne´s difficilement observables depuis le sol et
sont spe´cifiques aux missions scientifiques ou d’observation.
a) c)b)
Figure I.3: Exemples de structures de´ployables
a) rigide articule´e : DAISY (Deployable Antenna Integral System) [57],
b) gonflable : ISRS (Inflatable Space Rigidised Structure) [93]
c) flexible : SBA (SpringBack Antenna) [4]
Les solutions technologiques utilise´es dans la conception de structures de´ployables les se´parent
en trois cate´gories (cf. Figure I.3) : les structures rigides a` articulations motorise´es, les structures
gonflables et les structures flexibles utilisant l’e´nergie de de´formation e´lastique comme moteur
de de´ploiement ; chaque cate´gorie posse´dant ses propres avantages et inconve´nients. Les struc-
tures rigides articule´es sont de conception et de fabrication aise´es et re´sistent bien aux efforts
me´caniques pre´sents pendant la phase de lancement. Cependant, elles manquent de pre´cision
et ne´cessitent pour leur de´ploiement l’utilisation de moteurs (qui sont une source potentielle
de panne) et de lubrifiants (qui peuvent contaminer le reste du satellite). Les structures gon-
flables pre´sentent le plus fort gain en terme de masse et de volume, mais leur de´ploiement reste
peu pre´cis et un syste`me de gonflage doit leur eˆtre associe´. Elles sont en ge´ne´ral constitue´es
d’une membrane en mate´riau composite dont la re´sine durcit une fois le satellite mis en orbite
et positionne´ face au Soleil. Pour finir, les structures flexibles, dont font partie les me`tres ru-
bans, permettent de s’affranchir du besoin de motorisation puisqu’elles retrouvent naturellement
leur configuration stable de´ploye´e par restitution de l’e´nergie stocke´e lors de leur de´formation.
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De plus, l’utilisation d’e´le´ments flexibles permet de re´duire le nombre de pie`ces composant la
structure de´ployable et par conse´quent, sa masse et son couˆt.
I.1.3 Le projet de Thales Alenia Space
C’est sur ce dernier type de structures de´ployables que le choix de Thales Alenia Space s’est
arreˆte´ dans le cadre d’un projet porte´ par le service RTSO. Ce service a pour mission l’e´tude et
le de´veloppement de nouveaux concepts permettant de re´pondre a` certains enjeux scientifiques
et techniques de l’exploration spatiale de demain, et plus particulie`rement des futures missions
d’observation. L’un de ces enjeux re´side dans l’augmentation de la re´solution et donc de la taille
des te´lescopes, comme cela a de´ja` e´te´ e´voque´. Actuellement, la re´solution des te´lescopes spa-
tiaux est principalement limite´e par la dimension des lanceurs disponibles sur le marche´ ainsi
que par le couˆt de construction du te´lescope en lui-meˆme. Thales Alenia Space de´veloppe donc
un nouveau concept de te´lescope spatial qui pourrait eˆtre replie´ pour la phase de lancement et
serait de´ploye´ une fois la mise a` poste effectue´e.
Ce te´lescope est de type Cassegrain, il est donc compose´ d’un miroir primaire concave et d’un
miroir secondaire convexe. Le miroir primaire a un diame`tre de 1 m (ce qui est supe´rieur a` la
moyenne actuelle) et une masse de 40 kg tandis que le miroir secondaire pre´sente un diame`tre
de 0,25 m pour une masse de 3 kg. Ces deux miroirs sont inte´gre´s dans une structure de´ployable
de type plateforme de Gough-Stewart, c’est-a`-dire un robot hexapode a` base fixe (la base de
l’hexapode correspond au miroir primaire) dont les six jambes peuvent eˆtre actionne´es pour pro-
voquer le de´placement du plateau supe´rieur maintenant le miroir secondaire. Une telle structure
comporte six degre´s de liberte´ : les trois translations ainsi que les trois rotations. La solution
retenue pour l’actionnement des jambes de l’hexapode consiste en l’association de lames souples
a` section circulaire (me`tres rubans), de liaisons souples et d’actionneurs. Les me`tres rubans
relient la base de l’hexapode au plateau supe´rieur et autorisent des mouvements relativement
important de ce dernier. Les couples liaisons souples-actionneurs sont, quant a` eux, a` l’interface
entre les me`tres rubans et les plateaux de l’hexapode et permettent des re´glages plus fin dans le
positionnement du miroir secondaire.
Figure I.4: Principe de de´ploiement du te´lescope (source TAS)
Pendant le lancement, la structure est gerbe´e dans une configuration compacte ou` les six me`tres
rubans sont enroule´s autour de bobines. Leur section initialement circulaire est aplatie, per-
mettant le stockage d’e´nergie de de´formation e´lastique. Une fois le satellite mis en orbite, le
te´lescope est de´ploye´ graˆce au de´roulement autonome des six me`tres rubans par libe´ration de
l’e´nergie stocke´e. Dans la configuration de fonctionnement, les deux miroirs sont distants de 2 m.
Le miroir secondaire est ensuite aligne´ avec la pre´cision voulue par le biais des couples liaisons
souples-actionneurs, tandis que les erreurs dues a` la de´formation du miroir peuvent eˆtre corrige´es
en utilisant l’optique active. Le principe de de´ploiement est illustre´ a` la Figure I.4.
12 Chapitre I. Les me`tres rubans et leurs applications
Un prototype a` l’e´chelle 1/4, pre´sente´ Figure I.5, a e´te´ conc¸u et fabrique´ dans le cadre de travaux
re´alise´s avec le soutien de l’ESA (European Space Agency) et de l’INRIA (Institut National de
Recherche en Informatique et en Automatique). Sur ce prototype, les me`tres rubans sont en
acier inoxydable et sont monte´s dos a` dos et par paires. Des gorges sont e´galement fraise´es en
spirale dans les deux flasques des bobines afin de guider le me`tre ruban lors du de´ploiement. Le
comportement en statique et en dynamique de la structure, la reproductibilite´ de son de´ploiement
ainsi que ses capacite´s de correction ont e´te´ e´tudie´s [27] et un mode`le dynamique de de´ploiement
de l’hexapode a e´te´ de´veloppe´ dans le cadre de la the`se de G. Aridon [14, 15, 16, 17].
Figure I.5: Principe de de´ploiement du te´lescope (source TAS)
Ces travaux ont notamment montre´ que l’utilisation de rubans me´talliques n’e´tait pas adapte´e
car le de´ploiement est trop brutal et provoque le de´raillement des rubans hors des gorges usine´es.
Cette conclusion a conduit, dans le cadre de la collaboration entre TAS et le LMA, au de´ve-
loppement d’un nouveau type de me`tre ruban hybride composite et visco-e´lastique (pre´sente´ au
§I.2.3.d) dont le de´ploiement peut eˆtre controˆle´ thermiquement et est amorti de fac¸on notable
compare´ a` celui d’un ruban me´tallique ou composite classique. Un montage expe´rimental a e´te´
re´alise´ dans le cadre de la the`se de F. Guinot [59] pour de´montrer la faisabilite´ de ce concept
qui a fait l’objet d’un brevet [9]. Des solutions base´es sur le pliage et non sur l’enroulement des
me`tres rubans sont e´galement envisage´es.
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I.2 A` propos des me`tres rubans
D’autres structures de´ployables utilisant les me`tres rubans existent et seront pre´sente´es au pa-
ragraphe I.3. Cependant, il est plus facile de comprendre le fonctionnement de ces structures
en ayant une connaissance pre´alable de ce qu’est un me`tre ruban et des phe´nome`nes que l’on
peut s’attendre a` observer lors de leur utilisation. C’est pourquoi nous allons tout d’abord nous
inte´resser aux me`tres rubans pris individuellement.
I.2.1 Caracte´ristiques ge´ome´triques
Figure I.6: « The
Farrand Rapid
Rule » [1]
Le me`tre ruban est une des structures de´ployables les plus simples et ap-
partient a` la cate´gorie des lames souples. Il est bien connu sous sa forme
la plus courante : le me`tre me´tallique enroulable, invente´ dans les anne´es
1920 (cf. Figure I.6). Il s’agit d’une coque mince fortement e´lance´e, droite
dans sa direction longitudinale (bien qu’il existe des cas particuliers de ru-
bans initialement courbe´s qui seront e´voque´s au §I.2.3.a) et pre´sentant une
courbure transversale constante, comme l’illustre la Figure I.7. Les dimen-
sions d’un me`tre ruban sont de trois ordres de grandeurs diffe´rents : son
e´paisseur est tre`s faible devant sa largeur, elle-meˆme tre`s faible devant sa
longueur. Il est habituel de conside´rer un rapport minimum de dix entre
chacune de ces dimensions. De ce fait, ils appartiennent a` une famille de
solides de´formables interme´diaire entre les coques (e´paisseur tre`s faible de-
vant la largeur et la longueur) et les poutres classiques (largeur et e´paisseur
tre`s faibles devant la longueur) : les poutres a` section mince.
La ge´ome´trie d’un me`tre ruban peut eˆtre parfaitement de´finie a` l’aide de quatre parame`tres : trois
parame`tres de´finissant la ge´ome´trie de la section et un parame`tre correspondant a` la longueur L
du ruban. Les trois parame`tres de la section sont, intuitivement, son e´paisseur h, son rayon de
courbure moyen R0 et son degre´ d’ouverture 2β
e
0 . Mais il est e´galement possible d’introduire un
parame`tre correspondant a` la longueur d’arc 2 a de la section, qui de´pend du rayon de courbure
et de l’ouverture de la section. Les rubans utilise´s dans les me`tres de mesure ont habituellement
un rayon de courbure de 14 a` 16 mm, une e´paisseur de 0,1 a` 0,2 mm et sont ouverts sur un angle
de 60 a` 70 degre´s. Ils sont souvent compose´s d’un alliage de cuivre-beryllium.
2a
R0
h
L
e1
e2
e3
2βe0
Figure I.7: Ge´ome´trie d’un me`tre ruban
Le fait que la section soit mono-syme´trique conduit a` des comportements diffe´rents selon le type
de sollicitation en flexion. L’absence de syme´trie centrale induit des comportements diffe´rents vis
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a` vis des flexions autour des deux axes principaux d’inertie, contrairement au cas d’une section
circulaire ou carre´e. Nous ferons re´fe´rence a` ces deux types de flexion sous les termes de flexion
dans le plan (de syme´trie) pour la flexion autour de e2 et de flexion hors plan pour la flexion
autour de e3. Le fait que l’axe e2 ne soit pas un axe de syme´trie de la section donne e´galement
lieu a` des comportements diffe´rents pour la flexion autour de cet axe (i.e. flexion dans le plan)
selon le sens de la sollicitation. Pour diffe´rencier ces deux sollicitations, nous parlerons de flexion
avec courbures (longitudinale et transversale) de meˆme sens dans le cas a) repre´sente´ a` la Figure
I.8 et de sens oppose´s dans le cas b). Les diffe´rents comportements que l’on peut observer selon
le type de sollicitation sont pre´sente´s dans le paragraphe suivant.
a)
b)
Figure I.8: Flexion d’un ruban dans le plan de syme´trie avec courbures
de sens oppose´s a) et de meˆme sens b)
I.2.2 Caracte´ristiques comportementales
Leur courbure transversale confe`re aux me`tres rubans une raideur en flexion d’autant plus im-
portante que cette courbure est forte, ainsi qu’une meilleure capacite´ a` re´sister au flambage par
flexion ou par compression. Cette re´sistance est e´leve´e en regard de la taille et de la masse d’un
ruban mais elle est limite´e par la formation spontane´e de pliages localise´s lorsque l’e´paisseur de
celui-ci est assez faible. Ce phe´nome`ne permet aux me`tres rubans de subir de fortes variations
de forme tout en restant dans le domaine e´lastique et leur donne de nombreuses applications
dans le domaine des structures de´ployables (cf. Section I.3).
a) b)
Figure I.9: Exemple de pli 2D a) et de pli 3D b)
Ces plis localise´s peuvent eˆtre classe´s en deux cate´gories : les plis en deux dimensions et les plis en
trois dimensions. Comme on peut le voir sur la Figure I.9, la premie`re cate´gorie concerne les plis
dont l’axe reste perpendiculaire a` l’axe longitudinal du ruban et qui font intervenir uniquement
de la flexion dans le plan de syme´trie. La seconde cate´gorie regroupe les plis dont l’axe n’est
plus perpendiculaire a` l’axe longitudinal du ruban et qui font donc intervenir les deux flexions
ainsi que la torsion.
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Lors du pliage en deux dimensions d’un ruban trois zones caracte´ristiques apparaissent, comme
illustre´ a` la Figure I.10. Dans la zone du pli (zone 1 sur la figure), une courbure longitudinale est
apparue tandis que la section s’est aplatie jusqu’a` pre´senter une courbure transversale quasiment
nulle. Suffisamment loin de cette zone, se trouvent des portions (zone 2 ) ou` le ruban est reste´
droit et ou` la courbure transversale est e´galement inchange´e. La troisie`me zone est, quant a`
elle, une zone de transition entre la partie de´forme´e et la partie non de´forme´e, dans laquelle
la courbure transversale varie de sa valeur dans la zone du pli a` sa valeur initiale. Sous une
sollicitation de flexion, le me`tre ruban minimise donc son e´nergie de de´formation en pre´sentant
une inertie quadratique plus faible graˆce a` l’aplatissement local de sa section. Lorsque le pli
localise´ apparaˆıt, la re´sistance a` la flexion du ruban devient quasiment nulle et son comportement
vis a` vis des autres types de sollicitations est e´galement tre`s affecte´.
2
3
1
Figure I.10: Les trois zones caracte´ristiques d’un ruban plie´
Plusieurs auteurs se sont inte´resse´s au processus de formation de ces plis, a` leurs caracte´ristiques,
ainsi qu’a` leur e´volution sous diverses sollicitations. Parmi les premiers re´sultats que l’on trouve
a` ce sujet, Rimrott a cherche´ a` de´terminer la valeur limite du ratio entre le rayon de courbure
de la section R0 et l’e´paisseur h pour laquelle l’enroulement du ruban avec courbures de meˆme
sens ou courbures de sens oppose´s devient impossible [99].
Mansfield s’est ensuite inte´resse´ aux grandes de´formations de flexion et de torsion de lames
d’e´paisseur constante ou variable (section lenticulaire) pre´sentant des courbures initiales longi-
tudinale, transversale et de torsion diverses [77]. Il a montre´ que la flexion d’un ruban dans son
plan de syme´trie pouvait conduire a` un mode de flambage par torsion si la courbure initiale
transversale e´tait telle que |1/R0| > 6,66 et a` un mode de flambage par flexion pure avec cla-
quage si |1/R0| > 7,5 pour un coefficient de Poisson ν = 0,25. Il a aussi mis en e´vidence que
la torsion d’un ruban provoquait de la flexion avec une courbure longitudinale naturellement de
meˆme sens que la courbure transversale initiale.
D’un point de vue expe´rimental, il a mesure´ la longueur critique a` partir de laquelle un me`tre
ruban horizontal encastre´ a` l’une de ses extre´mite´s flambe sous son propre poids, selon l’orien-
tation de la section vis a` vis de la gravite´. Il en a conclu que pour une orientation de la section
correspondant a` une flexion avec courbures de meˆme sens, le flambement avait lieu pour une lon-
gueur de ruban plus faible que pour l’orientation inverse. Il a e´galement observe´ qu’une flexion
avec courbures de sens oppose´s conduisait a` un flambage en flexion pure par claquage, tandis
que pour la flexion avec courbures de meˆme sens, le mode de flambement e´tait un mode couple´
flexion-torsion. Ces phe´nome`nes sont faciles a` observer lors de la manipulation d’un me`tre ruban.
Calladine a, quant a` lui, montre´ que le rayon de courbure longitudinal naturel dans le cas
d’un pli en deux dimensions e´tait constant et e´gal au rayon de courbure transversal initial de la
section, et ce quel que soit le sens des courbures [31].
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Des essais expe´rimentaux plus pousse´s ont e´galement e´te´ re´alise´s principalement par Seffen et
Pellegrino sur les plis en deux dimensions [110] et par Walker et Aglietti sur les plis en trois
dimensions [136]. Seffen et Pellegrino ont par exemple conduit une se´rie d’essais de flexion dans
le plan graˆce a` un banc d’essai (cf. Figure I.11 a)) conc¸u par Fischer pour la sollicitation en deux
dimensions des me`tres rubans [46]. En pilotant la rotation des sections extreˆmes du ruban, ils
ont pu obtenir une courbe de l’e´volution caracte´ristique du moment de flexion en fonction de la
rotation impose´e. Cette courbe, pre´sente´e a` la Figure I.11 b), met en e´vidence le comportement
fortement non-line´aire des me`tres rubans ainsi que la diffe´rence de comportement observe´e selon
le sens de la sollicitation. Pour une rotation suffisamment faible, la courbe est pratiquement
line´aire et le ruban pre´sente un comportement de type poutre avec une flexion re´partie globa-
lement. Pour des rotations plus importantes, le comportement du ruban devient de´pendant du
signe de la rotation applique´e.
Dans le cas d’une rotation engendrant une flexion avec courbures de sens oppose´s (moment
positif sur le graphique de la Figure I.11), on observe une ouverture progressive de la section
plus prononce´e au milieu du me`tre ruban puisque les sections extreˆmes ne sont pas libres de
s’aplatir. Ce phe´nome`ne est duˆ a` la tension qui se de´veloppe sur les bords du ruban. Lorsque
la valeur critique Mmax2 du moment est atteinte, le ruban flambe dans son plan par claquage et
la de´formation se localise brusquement, conduisant a` l’apparition d’un pli. Le moment de´croˆıt
alors tre`s rapidement jusqu’a` atteindre sa seconde valeur caracte´ristique M+2 . A` partir de cet
instant, l’augmentation de la rotation provoque un rapprochement des extre´mite´s du ruban et
une extension de la zone aplatie, tandis que le moment et la courbure longitudinale du pli restent
quasiment constants. Lorsqu’on inverse le sens de la rotation afin de revenir a` la configuration
initiale, le moment reste constant sur une plus grande plage de valeur de l’angle de rotation et le
claquage inverse n’a lieu qu’au niveau du point B. Les courbes chargement-de´chargement sont
ensuite confondues jusqu’a` ce que le ruban retrouve sa configuration non de´forme´e.
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Figure I.11: a) Banc de sollicitation en 2D de me`tres rubans [46]
b) E´volution du moment de flexion en fonction de la rotation impose´e [110]
Le meˆme essai avec courbures de meˆme sens (moment ne´gatif sur le graphique) permet d’illus-
trer la diffe´rence de comportement lie´e a` la mono-syme´trie de la section, e´voque´e au §I.2.1. En
effet, sous ce type de sollicitation, le comportement line´aire s’arreˆte beaucoup plus toˆt de part
la pre´sence d’une bifurcation au niveau du point C. Cette bifurcation conduit a` un mode de
de´formation couple´ flexion-torsion pour lequel on observe l’apparition de plis antisyme´triques
en trois dimensions a` proximite´ des extre´mite´s du me`tre ruban. Si l’on augmente l’amplitude de
la rotation, ces plis vont se rapprocher du centre du ruban tandis que le moment va diminuer
progressivement. Lorsque les deux plis sont suffisamment proches, ils fusionnent pour ne former
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plus qu’un seul et meˆme pli qui est alors syme´trique (en deux dimensions), tandis que le moment
atteint la valeur M−2 et reste constant si on augmente encore la rotation. Quand la rotation est
re´duite afin de revenir a` l’e´tat non de´forme´, la courbe de de´chargement est quasiment identique
a` celle du chargement. L’allure particulie`re de cette courbe moment-rotation montre que la for-
mation d’un pli est un phe´nome`ne qui appartient a` la classe des instabilite´s « propagatives »
[73], caracte´rise´es par un moment critique e´leve´ et un moment de propagation plus faible. Bien
que les valeurs des moments caracte´ristiques M+2 et M
−
2 semblent eˆtre du meˆme ordre, elles ne
sont the´oriquement pas e´gales comme nous le verrons au §II.1.1.a du Chapitre II.
Seffen et Pellegrino se sont aussi inte´resse´s a` l’influence des conditions aux limites sur l’e´vo-
lution d’un pli [109, 110] a` travers plusieurs essais, dont ceux pre´sente´s a` la Figure I.12. Ils
ont notamment mis en e´vidence qu’un chargement non syme´trique applique´ a` un me`tre ruban
plie´ provoque le de´placement du pli le long du ruban. Si le pli reste suffisamment loin de toute
zone d’application de conditions aux limites, sa ge´ome´trie n’est pas affecte´e et on assiste a` la
translation de la zone du pli, c’est-a`-dire une zone cylindrique de courbure transversale quasi-
ment nulle et de courbure longitudinale constante et e´gale a` la courbure transversale initiale
du ruban. Si le pli arrive a` proximite´ d’un support (e.g. un encastrement) ses caracte´ristiques
peuvent eˆtre affecte´es, avec par exemple une diminution de son rayon de courbure couple´e a` une
augmentation de la valeur du moment de propagation. A` l’inverse, un chargement syme´trique
ne provoque pas de de´placement du pli mais peut, par exemple, conduire a` une augmentation
du rayon de courbure jusqu’a` se´paration du pli en deux plis distincts sous l’effet de deux forces
oppose´es tendant a` e´loigner l’un de l’autre les bras non de´forme´s du me`tre ruban [109].
Figure I.12: Deux exemples de configurations e´tudie´es [109]
a) Force applique´e a` l’extre´mite´ d’un ruban encastre´
b) Forces ou moments applique´s syme´triquement aux extre´mite´s d’un ruban
Cette influence des conditions aux limites est d’autant plus critique que la se´quence de de´ploie-
ment du me`tre ruban ou de la structure peut en eˆtre directement affecte´e. Notamment si la
configuration replie´e de la structure est modifie´e au cours du lancement sous l’effet des vibra-
tions ou si un pli entre directement en interaction avec un support du ruban, comme dans la
se´quence de de´ploiement pre´sente´e a` la Figure I.13.
Cette se´quence, tire´e de [110], correspond au de´ploiement d’un me`tre ruban vertical encastre´
a` son extre´mite´ infe´rieure et plie´ a` 90 degre´s. L’extre´mite´ non encastre´e est libe´re´e sans vitesse
initiale et on peut alors suivre le redressement progressif du bras non de´forme´ ainsi que le trajet
du pli le long du ruban. Lors de cet essai, on remarque que le pli « rebondit » a` plusieurs reprises
sur l’encastrement qui empeˆche les sections terminales du ruban de s’aplatir (les cercles rouges
indiquent les instants ou` le pli est a` sa position la plus basse). Il est e´galement inte´ressant de
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noter que le sens de de´placement du pli le long du ruban est couple´ avec le sens de rotation
du bras libre. En effet, quand le pli rebondit sur l’encastrement et change donc de direction
de propagation, le bras libre retombe alors qu’il se redressait jusqu’a` pre´sent. Si son inertie est
suffisamment importante, le bras libre peut e´galement se redresser jusqu’a` la position verticale
sans s’y arreˆter et poursuivre sa rotation de l’autre cote´ du bras fixe, comme on peut l’obser-
ver sur les dernie`res images de la se´quence de de´ploiement. Le pli a donc disparu pendant un
court instant mais est presque imme´diatement re´apparu avec une courbure longitudinale inverse.
Figure I.13: Se´quence de de´ploiement d’un ruban
(de gauche a` droite et de haut en bas) [110]
Des tests plus complexes ont aussi e´te´ mene´s afin d’e´tudier le comportement en trois dimen-
sions des me`tres rubans et notamment de de´terminer le moment d’ouverture d’un pli en trois
dimensions par rapport a` son axe. Les principaux travaux a` ce sujet ont e´te´ mene´s par Walker et
Aglietti qui ont de´veloppe´ un banc d’essai (cf. Figure I.14) permettant la sollicitation de rubans
en flexion et en torsion simultane´ment, ainsi que la mesure des moments associe´s [132].
Avant de conside´rer des plis en trois dimensions, Walker et Aglietti ont e´tudie´ de manie`re
plus pousse´e les plis en deux dimensions et se sont entre autre inte´resse´s a` l’influence de la
longueur du ruban [136]. Pour les plis avec courbures de sens oppose´s, la valeur du moment cri-
tique Mmax2 n’augmente que pour des rubans tre`s courts sous l’influence des effets de bords. Par
contre, lorsque la longueur augmente, la valeur de l’angle de rotation pour lequel le flambement
a lieu augmente elle aussi. Pour les plis avec courbures de meˆme sens, on observe une tendance
ge´ne´rale de diminution du moment critique Mmin2 quand la longueur du me`tre ruban augmente.
Dans les deux cas, il ne semble par contre pas y avoir d’influence de la longueur sur la valeur du
moment de propagation.
Cela n’est plus le cas pour les plis en trois dimensions pour lesquels la longueur du ruban est
critique et a une influence directe sur la ge´ome´trie du pli et plus particulie`rement sur la valeur et
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l’orientation des courbures principales. En effet, comme on peut le voir sur la Figure I.15 b), la
pre´sence de torsion provoque une rotation de l’axe du pli en trois dimensions. Walker et Aglietti
ont tente´ d’e´tablir une relation entre les diffe´rents parame`tres de pliage en trois dimensions et
la direction des courbures principales du pli obtenu (cf. Figure I.15 a)). Ils ont utilise´ pour cela
une analyse optique de la courbure transversale d’un certain nombre de plis et en ont conclu
que cette relation e´tait fortement complexe. Mais ils ont e´galement montre´ que de faibles erreurs
dans l’estimation de la valeur de la courbure principale du pli avaient une influence ne´gligeable
devant celle de la variabilite´ de l’e´paisseur du ruban dans le calcul du moment d’ouverture [134].
Figure I.14: Banc de sollicitation en 3D de me`tres rubans [136]
Walker et Aglietti se sont aussi inte´resse´s aux relations moment-rotation de flexion et de torsion,
dans le cas particulier d’un pli suivant un chemin de chargement-de´chargement « ide´al » ou`
l’angle de torsion reste deux fois plus grand que l’angle de flexion durant tout l’essai [132].
Ils ont obtenu un certain nombre de re´sultats concernant l’influence des parame`tres de pliage
en trois dimensions sur les valeurs des moments caracte´ristiques, dont le moment d’ouverture
autour de l’axe du pli [135, 136].
a) b)
1) 2)
Figure I.15: a) Parame`tres associe´s a` un pli en trois dimensions
b) Ligne de courbure principale pour un pli avec courbures de sens oppose´s pour
θ = 80° et L = 267 mm [134]
Figure I.16: Ruban plie´ a`
90° en 3D [133]
Walker et Aglietti ont e´galement e´tudie´ le comportement dyna-
mique de ces plis en trois dimensions et ont montre´ que le de´ploie-
ment e´tait plus lent et beaucoup moins e´nerge´tique que pour des
plis e´quivalents en deux dimensions [133]. Ils ont mis en e´vidence
l’existence de trois e´tapes dans le de´ploiement d’un ruban encas-
tre´ a` une extre´mite´ et plie´ de sorte a` former un angle de 90° dans
le plan horizontal (cf. Figure I.16). Durant la premie`re e´tape, la
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torsion disparaˆıt du bras libre du ruban. La seconde e´tape correspond au de´ploiement longitu-
dinal du ruban, toute la torsion pre´sente e´tant re´partie entre le pli et l’encastrement. Enfin, la
dernie`re e´tape est celle ou` le pli disparaˆıt par claquage, tandis que le ruban oscille en torsion. Si
l’inertie en torsion est suffisamment importante, le ruban peut flamber dans l’autre sens avant
de retrouver sa configuration non de´forme´e.
Parmi ces nombreux re´sultats se de´gagent deux inconve´nients majeurs a` l’utilisation de me`tres
rubans pour la re´alisation de structures de´ployables, dont il est ne´cessaire de tenir compte lors
de la conception de telles structures. Le premier est le caracte`re particulie`rement rapide et
e´nerge´tique du de´ploiement non contraint d’un ruban. Le second est l’importance du couplage
flexion-torsion dans le comportement des me`tres rubans. En effet, ce couplage n’est pas limite´
au cas de la flexion dans le plan avec courbures de meˆme sens ou a` celui de la torsion mais se re-
trouve e´galement lors de la flexion hors plan et dans certains modes de flambage en compression
d’un me`tre ruban. Ce type de comportement est caracte´ristique des poutres a` section mince et
traduit la pre´sence de gauchissement lors de la torsion [130].
I.2.3 Cas particuliers
I.2.3.a Me`tres rubans courbe´s
Parmi les rubans pre´sentant des caracte´ristiques un peu particulie`res, on trouve en premier lieu
des me`tres rubans pre´sentant une courbure longitudinale dans leur e´tat naturel. Ces rubans
courbe´s ont notamment e´te´ e´tudie´s par Mansfield [77] et par Seffen, You et Pellegrino [111].
Globalement, le comportement de ce type de ruban semble eˆtre le meˆme que celui des rubans
non courbe´s, comme l’illustre la courbe moment-rotation pre´sente´e a` la Figure I.17 b). Et ceci
bien qu’il semble y avoir une diffe´rence plus marque´e pour les plis avec courbures de meˆme sens
dans le cas de petits angles de rotation. Seffen, You et Pellegrino ont en effet montre´, dans le cas
de rubans pre´sentant une courbure de Gauss (i.e. le produit des courbures principales) ne´gative
comme repre´sente´ a` la Figure I.17 a), que le moment de propagation n’e´tait plus tout a` fait
constant et que le ruban avait une tendance plus persistante a` former une se´rie de plis en trois
dimensions plutoˆt qu’un pli unique en deux dimensions.
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Figure I.17: a) Un ruban courbe´ avec une courbure de Gauss ne´gative
b) Relation moment-rotation d’un tel ruban [111]
Soykasap et al. [127] ont aussi e´tudie´ des rubans pre´sentant une courbure longitudinale dans leur
e´tat initial dans l’optique de les utiliser comme e´le´ments de renfort sur des structures spatiales
I.2. A` propos des me`tres rubans 21
pre´sentant une double courbure. Ces rubans e´taient en composite carbone/e´poxy tri-axial tisse´ et
ont e´te´ soumis a` des pliages en deux et trois dimensions. Dans le cas de plis en deux dimensions,
ils ont montre´ que les valeurs des moments critiques et de propagation e´taient plus e´leve´es lorsque
la courbure longitudinale initiale augmentait.
I.2.3.b Me`tres rubans bistables
Les rubans bistables pre´sentent, comme leur nom l’indique, la proprie´te´ d’eˆtre stables dans deux
configurations : l’e´tat de´ploye´ et l’e´tat enroule´, ce qui e´vite de devoir recourir a` un me´canisme
pour maintenir le ruban dans sa configuration compacte enroule´e. Cela se traduit par la pre´-
sence de deux « puits » sur la courbe repre´sentant l’e´nergie de de´formation en fonction de la
configuration du ruban (cf. Figure I.18). Cette proprie´te´ de bistabilite´ repose sur le fait que la
transformation d’une surface de courbure de Gauss nulle (e.g. un me`tre ruban droit) en une autre
surface de courbure de Gauss e´galement nulle (e.g. un cylindre) ne´cessite uniquement l’apport
d’e´nergie de flexion [68]. Si un me`tre ruban bistable est de´forme´ en flexion de manie`re suffisante
par rapport a` l’une de ses deux configurations stables, il va alors basculer naturellement dans
l’autre configuration stable.
A` l’heure actuelle, on de´nombre deux types de rubans bistables : les rubans bistables en com-
posite qui sont majoritaires et les rubans bistables me´talliques (cf. Figure I.19). En dehors de
la manie`re dont elle est obtenue, la proprie´te´ de bistabilite´ n’est pas tout a` fait identique pour
ces deux cate´gories. En effet, l’e´tat le plus stable (i.e. ou` l’e´nergie de de´formation e´lastique est
la plus faible) n’est pas le meˆme et la transition de la configuration enroule´e a` la configuration
de´roule´e est e´galement diffe´rente. Dans le cas des me`tres rubans bistables en composite, l’e´tat
le plus stable est l’e´tat de´roule´ et la transition de l’e´tat enroule´ a` l’e´tat de´roule´ ne´cessite donc
l’apport d’e´nergie le plus faible. De plus, cette transition se fait par flexion dans le plan avec
courbures de meˆme sens. A` l’inverse, l’e´tat le plus stable d’un ruban bistable me´tallique est
l’e´tat enroule´. La transition vers l’e´tat de´roule´ est donc celle qui demande le plus grand apport
d’e´nergie et elle s’ope`re par flexion dans le plan avec courbures de sens oppose´s. Dans le contexte
des structures de´ployables, le premier type de bistabilite´ est e´videmment le plus inte´ressant. Les
coques bistables composites seront donc pre´sente´es plus en de´tail dans la suite de ce paragraphe.
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Figure I.18: Allure de l’e´nergie de de´formation Ue en fonction de la
configuration x pour un ruban bistable
Le concept de ruban composite bistable a e´te´ brevete´ par Daton-Lovett en 1996 et repose sur
une orientation particulie`re des fibres du composite qui est pre´-forme´ de fac¸on a` pre´senter une
section transversale courbe [38]. En effet, en orientant les fibres d’un mate´riau composite de
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manie`re adapte´e, on peut parvenir a` cre´er des directions pre´fe´rentielles de flexion pour la coque.
Pour cela le stratifie´ utilise´ doit eˆtre antisyme´trique, c’est-a`-dire compose´ d’une alternance de
plis unidirectionnel dont les fibres pre´sentent une orientation oppose´e. Un exemple de stratifie´
antisyme´trique parmi les plus simples est celui note´ [+α/− α / + α/ − α], ou` α correspond a`
l’orientation des fibres par rapport a` la direction longitudinale. Un me`tre ruban compose´ d’un
empilement syme´trique de type [+α / − α/ − α / + α] serait e´galement bistable mais pre´sen-
terait une forme d’he´lice, moins compacte, dans sa configuration enroule´e. Ce phe´nome`ne peut
s’expliquer graˆce a` la the´orie classique du stratifie´ [24] qui montre qu’un empilement syme´trique
entraˆıne un couplage entre la flexion et la torsion.
a) b)
1 2 3
4 5
Figure I.19: a) Ruban composite bistable de´roule´ et enroule´ [68]
b) Configurations de´roule´e a` enroule´e d’un ruban me´tallique bistable [71]
Les me`tres rubans bistables ont, entre autre, e´te´ e´tudie´s par Iqbal et Pellegrino qui se sont
notamment inte´resse´s a` l’influence de l’orientation des fibres sur le rayon du cylindre obtenu
dans l’e´tat enroule´. Dans le cas de rubans en fibres de verre et matrice polypropyle`ne, ils ont
montre´ que le ratio entre le rayon d’enroulement et le rayon de courbure transversale variait de
3 pour un stratifie´ antisyme´trique avec α = 30° a` 0,5 lorsque α = 60°, cas pour lequel il devient
difficile d’observer la bistabilite´.
a)
b)
Figure I.20: De´ploiement d’un ruban bistable a) et d’un ruban classique b)
Plus re´cemment, Giomi et Mahadevan se sont penche´s sur le cas de lames anisotropes pre´sen-
tant une courbure de Gauss non nulle (comme les me`tres rubans courbe´s). Ils sont parvenus a`
la conclusion que les bandes pre´sentant une courbure de Gauss positive sont toujours bistables
quel que soit la valeur de leur module d’e´lasticite´, tandis que la bistabilite´ des bandes ayant une
courbure de Gauss ne´gative de´pend de la pre´sence de torsion spontane´e ainsi que de leur raideur
relative sous des de´formations de tension et de cisaillement [52].
Une autre proprie´te´ inte´ressante des rubans composites bistables est la manie`re dont ils passent
de la configuration enroule´e a` la configuration de´roule´e. Contrairement aux rubans classiques
I.2. A` propos des me`tres rubans 23
qui se de´plient plus qu’ils ne se de´roulent, les rubans bistables pre´sentent un de´roulement pen-
dant lequel la zone enroule´e conserve un rayon de courbure quasiment constant (cf. Figure I.20).
Mais le de´roulement des me`tres rubans bistables reste malgre´ tout un phe´nome`ne tre`s rapide
et violent. De plus, comme la configuration enroule´e est stable, un apport d’e´nergie qui peut
eˆtre non ne´gligeable est ne´cessaire pour initier le de´roulement d’un ruban bistable totalement
enroule´. La valeur de cet apport de´pend de la ge´ome´trie du ruban et des proprie´te´s du mate´riau
dont il est constitue´. Une manie`re simple d’apporter l’e´nergie ne´cessaire au de´roulement consiste
a` refermer l’une de ses extre´mite´s, toutes deux aplaties dans la configuration enroule´e.
Figure I.21: Rubans et maˆts-antennes bistables de´ployables
de la socie´te´ Rolatube [7]
Cette proprie´te´ de bistabilite´ a e´te´ exploite´e dans le secteur industriel par la socie´te´ anglaise
Rolatube [7]. Quelques exemples d’applications sont pre´sente´s Figure I.21.
b)a)
Figure I.22: a) Coque bistable en alliage beryllium-cuivre [71]
b) Brassard auto-enroulabe de la marque Velib’
Dans le cas des coques me´talliques bistables, la proprie´te´ de bistabilite´ est obtenue par la pre´sence
de contraintes re´siduelles. La manie`re la plus simple d’induire des pre´contraintes dans une coque
homoge`ne et isotrope consiste a` la de´former au-dela` de sa limite e´lastique. Kebadze a notamment
re´alise´ une coque bistable dans un alliage de be´ryllium et de cuivre (cf. Figure I.22 a)) en traitant
thermiquement une plaque carre´e puis en la de´formant plastiquement par flexion [71]. Ce type
de bistabilite´ se retrouve notamment dans les brassards auto-enroulables de´veloppe´s pour les
cyclistes, comme celui pre´sente´ a` la Figure I.22 b).
I.2.3.c Me`tres rubans a` stabilite´ neutre
Dans la ligne´e des me`tres rubans bistables, on trouve e´galement des rubans dits a` « stabilite´
neutre ». Les premiers me`tres rubans a` stabilite´ neutre ont e´te´ de´veloppe´s par Murphey et Pelle-
grino [84]. Leur particularite´ re´side dans le fait qu’ils posse`dent la meˆme e´nergie de de´formation
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dans les configurations totalement de´roule´e et enroule´e. Ils peuvent donc eˆtre partiellement en-
roule´s sans chercher a` changer de forme. Cela conduit a` un de´ploiement plus re´gulier et permet
d’avoir une structure partiellement de´ployable ou pouvant se replier, ce qui peut eˆtre inte´ressant
pour certaines applications.
Figure I.23: Orientation des lamine´s avant le collage [84]
Murphey et Pellegrino ont obtenu cette proprie´te´ graˆce a` l’utilisation d’un mate´riau composite
pre´sentant dans les plis du stratifie´ une combinaison empilement et pre´contrainte adapte´e. Les
me`tres rubans a` stabilite´ neutre re´alise´s e´taient constitue´s de deux plis de lamine´s graphite-
e´poxy croise´s fabrique´s se´pare´ment sur des outils cylindriques. Un des plis est fabrique´ avec une
courbure constante non nulle selon sa dimension la plus longue et une courbure nulle dans la
direction perpendiculaire, tandis que l’autre est fabrique´ a` l’inverse avec une courbure constante
non nulle selon sa dimension la plus courte. Pour chaque pli, la direction des fibres co¨ıncide avec
la direction pre´sentant une courbure non nulle. Afin d’introduire une pre´contrainte, les deux plis
sont ensuite colle´s ensemble dans une configuration ou` ils pre´sentent des courbures oppose´es et
des directions de courbures perpendiculaires, comme illustre´ a` la Figure I.23. Ce processus n’a
permis d’obtenir qu’un faible nombre de rubans a` stabilite´ neutre qui pre´sentaient de plus des
de´se´quilibres notables (une tendance a` s’enrouler ou a` se de´rouler) ainsi qu’un comportement
saccade´ lors de leur enroulement ou de´roulement.
b)a)
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Figure I.24: Un me`tre ruban actif a` stabilite´ neutre dans la configuration
a) enroule´e et b) de´roule´e [107]
Schultz et al. se sont aussi inte´resse´s a` cette proprie´te´ [107] et ont cherche´ a` mettre au point
un mode de fabrication plus simple que celui propose´ par Murphey et Pellegrino. Pour cela, ils
ont choisi un angle d’approche de la proprie´te´ de stabilite´ neutre le´ge`rement diffe´rent. En effet,
Murphey et Pellegrino se sont base´s sur la de´finition the´orique, a` savoir que les configurations
de´roule´e et enroule´e doivent correspondre a` la meˆme e´nergie de de´formation. A` l’inverse, Schultz
a conside´re´ la stabilite´ neutre du point de vue du re´sultat obtenu, c’est-a`-dire le fait qu’un ruban
partiellement enroule´ ne pre´sente pas de tendance au de´roulement ni a` l’enroulement.
I.2. A` propos des me`tres rubans 25
Avec cette approche, la proprie´te´ de stabilite´ neutre a pu eˆtre obtenue pour des me`tres rubans
pre´sentant pourtant une augmentation de l’e´nergie de de´formation lors de leur enroulement.
C’est un choix judicieux de l’orientation des fibres et de la raideur de la re´sine qui conduit a`
un amortissement interne suffisant pour empeˆcher le ruban de changer spontane´ment d’e´tat.
Trois me`tres rubans ont e´te´ fabrique´s a` partir de lamine´s de type [+ / − 45°], compose´s de
fibres de carbone et d’une re´sine a` base e´poxy de raideur diffe´rente dans chaque cas. Le seul
ruban pre´sentant effectivement une stabilite´ neutre fut celui re´alise´ avec la re´sine de raideur
la plus faible. Schultz et al. ont aussi de´montre´ que ce ruban pouvait eˆtre controˆle´ au moyen
d’actionneurs simples et non-intrusifs, comme un simple caˆble en alliage a` me´moire de forme (cf.
Figure I.24).
I.2.3.d Me`tres rubans a` de´ploiement controˆle´
Les me`tres rubans classiques pre´sentent un de´ploiement tre`s brutal ge´ne´rant des vibrations lors
de la stabilisation, particulie`rement lorsqu’ils sont plie´s avec des courbures de sens oppose´s. Cela
pose proble`me pour le de´gerbage de structures sensibles comme les te´lescopes. Pour reme´dier a`
ces inconve´nients, des rubans a` stabilite´ neutre ont e´te´ de´veloppe´s. Mais ils ne´cessitent l’apport
d’e´nergie, certes faible, pour leur de´ploiement et ne sont plus stables en position de´roule´e. Ils
perdent donc deux avantages majeurs des me`tres rubans classiques vis a` vis des structures de´-
ployables spatiales, d’ou` l’inte´reˆt de mettre au point des rubans dont le de´ploiement puisse eˆtre
amorti voire meˆme controˆle´.
Dans cette optique, Gardi et Pica ont travaille´ sur un nouveau genre de ruban, le VEDLTS
(Visco-Elastically Damped Lenticular Tape Spring), compose´ de deux me`tres rubans en acier
inoxydable identiques colle´s a` l’aide d’un polyme`re visco-e´lastique [50]. Quand ce ruban est plie´,
les deux rubans me´talliques glissent l’un par rapport a` l’autre puisque leur rayon de courbure
n’est pas exactement le meˆme, ce qui provoque une de´formation de cisaillement dans le poly-
me`re. Quand le ruban est relaˆche´ et qu’il retourne dans sa position d’e´quilibre, la de´formation de
cisaillement disparaˆıt et, graˆce aux caracte´ristiques particulie`res du polyme`re visco-e´lastique, le
retour a` la position stable de´ploye´e est ralenti. Ce me`tre ruban amorti par visco-e´lasticite´ inte`gre
donc un me´canisme de´ployable actionne´ par une force constante, un syste`me de blocage dans
la configuration de´ploye´e et un limiteur de vitesse qui empeˆche une vitesse de de´ploiement trop
e´leve´e. Les deux premie`res caracte´ristiques sont apporte´es par les me`tres rubans me´talliques qui
se de´ploient graˆce a` l’e´nergie de de´formation stocke´e lors du pliage et qui se bloquent dans la
position de´ploye´e lors de la disparition du pli, tandis que la dernie`re caracte´ristique est apporte´e
par le polyme`re visco-e´lastique.
Un autre type de « me`tre ruban » a` de´ploiement controˆle´ a e´te´ mis au point par Campbell et
al. [32]. Il s’agit d’un tube fendu a` section mince re´alise´ dans un mate´riau composite a` me´moire
de forme, TEMBO R© EMC (Elastic Memory Composite), de´veloppe´ par la socie´te´ ame´ricaine
CTD Inc. [6]. Ce type de mate´riau composite combine les proprie´te´s structurelles des composites
renforce´s par des fibres avec les caracte´ristiques des polyme`res a` me´moire de forme. Un e´le´ment
fabrique´ en mate´riau TEMBO R© EMC peut eˆtre plie´ ou roule´ dans une configuration de stockage
puis retrouver ensuite sa forme initiale, graˆce a` un processus thermo-me´canique. Ce processus
consiste a` chauffer la pie`ce puis a` la maintenir dans la configuration de´sire´e tandis qu’elle refroi-
dit et se fige dans cette configuration sans qu’il soit ensuite ne´cessaire de l’y maintenir.
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Figure I.25:
Test de de´ploiement [32]
L’apport de chaleur via l’e´nergie solaire suffit en-
suite a` lui faire retrouver son e´tat initial de ma-
nie`re progressive. Campbell et al. ont utilise´ les pro-
prie´te´s de ce mate´riau pour de´velopper un longe-
ron de´ployable (cf. Figure I.25) fabrique´ a` partir
d’un lamine´ a` trois plis dont les constituants e´taient
des fibres de carbones et une matrice e´poxy ther-
modurcissable TEMBO R© EMC avec une tempe´ra-
ture de transition vitreuse de 77°C. Campbell et
al. se sont aussi inte´resse´s a` la relaxation qui a
lieu lorsque le ruban n’est plus contraint dans sa
configuration compacte. Celle-ci doit eˆtre aussi faible
que possible afin de conserver au maximum l’e´ner-
gie de de´formation stocke´e lors de l’enroulement du
longeron qui sera ensuite utilise´e pour le de´ploie-
ment.
Dans le cadre de la collaboration entre TAS et le LMA (the`se de F. Guinot [59]), un me`tre
ruban hybride utilisant e´galement les proprie´te´s d’un mate´riau visco-e´lastique a e´te´ de´veloppe´
et brevete´ par Allezy et al. [9]. Le principe propose´ permet d’assurer le maintien en position
enroule´e (configuration de stockage) et de controˆler le de´roulement du ruban. Ce ruban hybride
est compose´ d’un ruban en mate´riau composite « classique » sur lequel est colle´ a` froid une
couche de mate´riau visco-e´lastique dont les proprie´te´s varient avec la tempe´rature. Apre`s avoir
e´te´ pre´alablement enroule´, et tout en e´tant maintenu dans la configuration compacte, le ruban
hybride est chauffe´ a` une tempe´rature supe´rieure a` la tempe´rature de transition vitreuse Tg du
mate´riau visco-e´lastique permettant la relaxation des contraintes dans la couche visco-e´lastique.
Il est ensuite ramene´ a` une tempe´rature infe´rieure a` Tg afin que le visco-e´lastique retrouve une
rigidite´ suffisante pour permettre le maintien du ruban hybride dans la configuration enroule´e
sans intervention exte´rieure. Le chauffage du ruban hybride a` une tempe´rature suffisamment
e´leve´e lui permet de retrouver sa forme naturelle. Si le chauffage est global, le ruban se de´ploie
par augmentation du rayon de la zone enroule´e. Si le chauffage est localise´, au niveau de la zone
de transition entre la partie droite et la partie enroule´e, le de´roulement est alors progressif avec
une « translation » de la zone enroule´e qui conserve un diame`tre constant, comme pre´sente´ a` la
Figure I.26.
Plus re´cemment, Yang et Wang [140] se sont e´galement inte´resse´s aux proprie´te´s des polyme`res
visco-e´lastiques qui permettent le maintien d’un ruban dans sa configuration de stockage et le
controˆle de son de´ploiement. La solution qu’ils ont de´veloppe´e pre´sente l’avantage supple´men-
taire de ne pas ne´cessiter le recours a` un syste`me de chauffage et constitue donc une solution
interme´diaire entre celle de Gardi et celle de Allezy et al. Le ruban hybride qu’ils ont conc¸u
est constitue´ de deux lames me´talliques tre`s fines se´pare´es par une couche de polyme`re visco-
e´lastique. Les lames me´talliques ont ici une double fonction car elles permettent de renforcer le
me`tre ruban et sont aussi utilise´es comme e´le´ments conducteurs pour initier le processus de de´-
ploiement graˆce a` l’e´nergie solaire. Un des inconve´nients de cette solution est que, lors du pliage
ou de l’enroulement, les contraintes sont plus importantes dans les lames que dans le polyme`re
ce qui peut provoquer la de´faillance de la structure.
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Ces me`tres rubans hybrides dont le de´ploiement est amorti et peut eˆtre controˆle´ sont particu-
lie`rement inte´ressants dans le cadre du projet de Thales Alenia Space. Mais le comportement
de ce genre de mate´riaux dans un environnement spatial pourrait eˆtre source de proble`mes,
notamment a` cause des phe´nome`nes de de´gazage qui peuvent potentiellement conduire a` la de´-
solidarisation des diffe´rentes couches ou a` la transformation du polyme`re en une sorte de mousse
qui n’assurerait alors plus son roˆle.
Figure I.26: De´monstration du de´roulement d’un ruban hybride [59]
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I.3 Des structures de´ployables a` base de me`tres rubans
Parmi les structures de´ployables utilisant des me`tres rubans ou des lames souples, on trouve
des maˆts et des charnie`res qui permettent un mouvement a` un degre´ de liberte´ ainsi que des
structures plus complexes a` plusieurs degre´s de liberte´ comme les voiles solaires, les antennes ou
les te´lescopes.
I.3.1 Structures de´ployables a` un degre´ de liberte´
I.3.1.a Maˆts de´ployables
Les maˆts de´ployables constituent la classe de structures de´ployables a` base de lames souples la
plus simple. L’un des premiers exemples de ce genre de structure a e´te´ de´veloppe´ en 1965 par
Rimrott [99]. Il s’agit du Storable Tubular Extendible Member (STEM) qui est pre´sente´ a` la
Figure I.27. De´ploye´e, la lame du STEM pre´sente une section circulaire de plus de 360° formant
donc un tube avec recouvrement. Dans sa configuration de stockage, la lame est aplatie et enrou-
le´e autour d’une bobine a` l’inte´rieur d’un contenant. Pour faciliter l’enroulement, l’extre´mite´ de
la lame fixe´e sur la bobine est maintenue aplatie en permanence. Une zone de transition persiste
donc sur la lame durant l’utilisation, impliquant une rigidite´ faible en torsion. La friction ge´ne´re´e
par le recouvrement des deux cote´s de la lame peut eˆtre exploite´e pour palier a` cet inconve´nient
dans une certaine mesure mais elle est e´galement source de non-line´arite´s.
Des STEMs ont notamment e´te´ utilise´s comme antennes a` faible gain, pour positionner des
instruments scientifiques loin du satellite ainsi que pour de´ployer des panneaux solaires. Une
version ame´liore´e, le Bi-STEM, est pre´sente sur le te´lescope Hubble. Ce Bi-STEM repose sur
l’association de deux lames de STEM identiques emboˆıte´es l’une dans l’autre (cf. Figure I.27
b)), ce qui permet d’obtenir une re´ponse structurelle plus syme´trique, une rigidite´ en flexion plus
e´leve´e et une zone de transition plus courte [75]. Une simplification du syste`me de de´ploiement-
re´tractation a aussi e´te´ permise par le Bi-stable Reeled Composite (BCR) qui est stable dans les
deux configurations [68].
a)
b) c)
Figure I.27: a) Storable Tubular Extendible Member (STEM) [69]
b) Lames d’un Bi-STEM [75] c) Lame d’un STEM [99]
Une autre solution permettant d’augmenter fortement la rigidite´ en torsion consiste a` assembler
deux lames souples en vis-a`-vis. En 1969, Rubin a brevete´ un maˆt de´ployable utilisant ce concept
[103]. Deux lames me´talliques dont la section est en forme d’Omega sont soude´es sur leurs bords
afin d’obtenir une section ferme´e pouvant eˆtre aplatie et enroule´e de manie`re similaire au STEM.
Le meˆme concept a aussi e´te´ retenu dans le cas du Collapsible Tubular Mast (CTM) pre´sente´ a`
la Figure I.28 mais pour un mate´riau composite [8].
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Ces premie`res applications n’exploitent pas pleinement les avantages des lames e´lastiques, no-
tamment a` cause de la violence du de´ploiement non controˆle´, et sont pilote´es par un moteur
pour leur enroulement et leur de´roulement.
a)
b)
Figure I.28: a) Collapsible tubular mast [128]
b) Ultralight CFRP deployable boom [28]
Le meˆme concept a e´te´ utilise´ par le Centre Ae´rospatial Allemand (DLR) dans le cadre du de´ve-
loppement de l’ultralight CFRP deployable boom. Block et al. [28] ont envisage´ plusieurs solutions
pour controˆler le de´ploiement de ce maˆt, afin d’e´viter qu’une libe´ration excessive d’e´nergie de
de´formation ne conduise a` un de´ploiement chaotique. La premie`re solution consiste en l’ajout
d’un tube gonflable en polyme`re a` l’inte´rieur du maˆt, tandis que la seconde utilise un syste`me
de de´ploiement e´lectro-me´canique.
Les longerons a` de´ploiement controˆle´ utilisant la technologie TEMBO R© EMC, pre´sente´s au
§I.2.3.d, ont e´galement e´te´ utilise´s comme maˆts de´ployables. Ils ont e´te´ mis au point par Camp-
bell et al. dans le cadre du projet RAPDAR (Roll-out And Passively Deployed ARray) qui a pour
objectif de de´velopper de nouvelles solutions technologiques pour le de´ploiement des panneaux
solaires. En effet, la taille de ces panneaux, qui permettent l’approvisionnement des satellites
en e´nergie, continue d’augmenter et les solutions de de´ploiement actuelles (panneaux rigides
articule´s par des charnie`res) commencent a` montrer leurs limites. Des solutions combinant les
avantages des maˆts e´lastiques de´ployables et des films photovolta¨ıques flexibles sont donc envisa-
ge´es, comme le panneau solaire RAPDAR (cf. Figure I.29) qui est enroule´ dans sa configuration
gerbe´e puis de´ploye´ passivement graˆce aux longerons a` de´ploiement controˆle´ [32].
Figure I.29: Roll-out and passively deployed array (RAPDAR) [6]
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I.3.1.b Charnie`res
Les structures de´ployables n’utilisant qu’une seule lame souple, comme les maˆts pre´sente´s au pa-
ragraphe pre´ce´dent, ont un nombre d’applications limite´ et permettent un mouvement a` un seul
degre´ de liberte´ en translation. L’e´tape suivante dans la conception de structures de´ployables
utilisant l’e´lasticite´ de telles lames consiste a` les assembler entre elles pour obtenir des structures
plus complexes. Un des premiers exemples de telles structures est celui des charnie`res e´lastiques
qui permettent un mouvement a` un degre´ de liberte´ en rotation. Une charnie`re e´lastique tre`s
simple est d’ailleurs le me`tre ruban lui-meˆme, lorsqu’il est plie´ et non enroule´. Mais l’association
de plusieurs rubans apporte une plus grande rigidite´ de la charnie`re vis a` vis des mouvements
parasites et peut aussi permettre de de´velopper des structures bistables avec deux e´tats d’e´qui-
libre. On trouve ainsi dans la litte´rature un nombre assez important de mode`les de charnie`res
incorporant des me`tres rubans.
En 1968, Vyvyan a brevete´ un concept reposant sur une association de trois me`tres rubans
place´s en paralle`le avec leurs faces convexes alternativement oppose´es. Cette configuration per-
met d’augmenter la re´sistance en flexion de la charnie`re par rapport a` celle d’un ruban seul
et d’obtenir une liaison e´lastique auto-bloque´e dans sa position ouverte [131]. Dans la meˆme
ligne´e, Schwartz propose une charnie`re auto-bloquante dans laquelle deux me`tres rubans sont
en vis-a`-vis [108]. Mais cette configuration reste assez souple vis a` vis des sollicitations autres
que la flexion dans le plan de syme´trie. Ces charnie`res sont pre´sente´es a` la Figure I.30.
a) b)
Figure I.30: Charnie`res auto-bloque´es brevete´es par a) Vyvyan [131]
et b) Schwartz [108]
Des charnie`res plus complexes ont e´galement vu le jour, comme la liaison Ade`le brevete´ par
l’Ae´rospatiale en 1992 [20]. Dans cette liaison, pre´sente´e a` la Figure I.31 a), deux bandes de
roulement sont introduites. Cela permet de rigidifier la liaison lorsqu’elle est en position ferme´e
et de guider son de´ploiement afin que le mouvement de la charnie`re corresponde plus pre´cise´-
ment a` celui d’une liaison pivot. Deux me`tres rubans sont e´galement pre´sents afin de bloquer la
liaison en position ouverte. Mais cette liaison comporte quelques inconve´nients majeurs pour le
domaine spatial : sa masse de 1,1 kg, sa complexite´ et son volume.
Pellegrino et Watt ont de´veloppe´ une variante de cette charnie`re. Cette liaison [88], de´signe´e
sous le nom de TSR (Tape-Spring Rolling Hinge), est constitue´e de plusieurs rubans fixe´s dans
deux e´le´ments composant un roulement a` faible friction comme l’illustre la Figure I.31 b). Cette
liaison a e´te´ caracte´rise´e par un certain nombre de tests [137] afin d’en de´terminer la raideur
dans l’e´tat de´ploye´, les proprie´te´s moment-rotation, etc. Les principaux avantages de ces liaisons
sont un couple de de´ploiement e´leve´, l’absence de frottement et de lubrification ainsi que leur
verrouillage en configuration de´plie´e. Cependant, elles sont larges et relativement complexes.
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Ruban
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a)
Rubans
Roulements à faible friction
b)
Figure I.31: a) Liaison Ade`le [20] b) Liaison TSR [88]
La socie´te´ Metravibs et le CNES (Centre National d’Etudes Spatiales) ont aussi mis au point
une charnie`re d’un type assez proche de celle de Vyvyan, dont une vingtaine d’exemplaires
ont e´te´ mis en orbite afin de de´ployer des panneaux solaires, des antennes ou des maˆts. Cette
liaison MAEVA est constitue´e de trois rubans place´s en paralle`les dont les faces concaves sont
en vis a` vis, comme on peut le voir a` la Figure I.32. De nombreux travaux ont e´te´ re´alise´s a` son
sujet [53, 112] afin de pouvoir pre´dire avec justesse son comportement. Une version ame´liore´e
de cette charnie`re, dont le de´ploiement serait amorti graˆce au collage d’une couche de mate´riau
visco-e´lastique sur le ruban [44], a e´galement e´te´ propose´e par Donzier [43].
Figure I.32: Charnie`re MAEVA [59]
Diffe´rentes configurations plus ou moins complexes mettant en œuvre un nombre plus ou moins
important de me`tres rubans ont e´te´ envisage´es et teste´es par Soykasap [125]. Quelques unes de
ces configurations sont pre´sente´es a` la Figure I.33.
Figure I.33: Diffe´rentes configurations teste´es par Soykasap [125]
Boesch s’est, quant a` lui, inte´resse´ au cas de rubans de longueurs diffe´rentes qu’il a associe´s en vis-
a`-vis [29, 30]. La zone de pliage se trouve alors au milieu du ruban le plus long comme illustre´
a` la Figure I.34. L’inte´reˆt de ce genre de configurations est que la faible longueur du second
ruban permet d’accroˆıtre la raideur de l’ensemble dans l’e´tat de´ploye´. Il est e´galement possible
d’associer plusieurs de ces charnie`res afin d’augmenter la raideur en torsion de l’articulation.
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Figure I.34: Charnie`re de´veloppe´e par Boesch [29]
Plus re´cemment, Soykasap [126] a e´galement de´veloppe´ une charnie`re directement inte´gre´e dans
le maˆt qu’elle doit permettre de de´ployer. Le maˆt et la charnie`re sont a` l’origine une unique pie`ce
de forme cylindrique re´alise´e en composite a` fibres de carbone. La charnie`re, qui est constitue´e
de trois rubans, est cre´e´e a posteriori par enle`vement de matie`re. La Figure I.35 pre´sente cette
charnie`re dans deux configurations diffe´rentes (plie´e et partiellement de´ploye´e), pour lesquelles
on peut voir que les trois rubans sont en contact.
Figure I.35: Maˆt de´ployable plus ou moins plie´ [126]
I.3.2 Structures de´ployables a` plusieurs degre´s de liberte´
I.3.2.a Voiles solaires
En 1989, un concept de voile solaire pouvant eˆtre de´ploye´e graˆce a` une association de me`tres
rubans initialement enroule´s autour d’un moyeu central a e´te´ de´veloppe´ par une e´quipe de Cam-
bridge [74]. Ce projet avait pour but la conception d’un satellite pouvant atteindre Mars graˆce a`
un syste`me de propulsion utilisant la pression spatiale. La voile solaire de´veloppe´e consistait en
une membrane circulaire maintenue par un ensemble de me`tres rubans oriente´s radialement et
encastre´s dans un moyeu central. La section des rubans e´tait oriente´e de telle sorte qu’ils puissent
eˆtre enroule´s facilement autour de cet axe central ce qui permettait d’obtenir une configuration
de stockage tre`s compacte.
Dans le cadre d’un projet mene´ conjointement par l’ESA et le Centre Ae´rospatial Allemand
(DLR), une voile solaire de 20 x 20 m a e´galement e´te´ mise au point [128]. Cette voile est
de´ploye´e graˆce a` quatre maˆts de 14 m de long a` section ferme´e en double Omega, e´galement
de´veloppe´s par le DLR et pre´sente´s au §I.3.1.a. Un essai en gravite´ ze´ro a meˆme e´te´ re´alise´ en
1999 a` Cologne sur un prototype pesant 35 kg (voir Figure I.36).
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Figure I.36: De´monstration du de´ploiement d’une voile solaire [128]
I.3.2.b Antennes
Parmi les structures de´ployables utilisant des me`tres rubans, on trouve e´galement plusieurs pro-
totypes d’antennes de´ployables. L’ESA a, par exemple, de´veloppe´ un re´flecteur parabolique, la
Collapsible Rib-Tensioned Surface (CRTS), utilisant des me`tres rubans courbe´s pour de´ployer
et rigidifier le re´flecteur [100]. L’inte´reˆt d’utiliser des rubans pre´sentant une courbure longitudi-
nale re´side dans le fait qu’ils permettent d’obtenir la forme parabolique de´sire´e pour la surface
de´ploye´e du re´flecteur.
a)
b)
Figure I.37: Se´quence de de´ploiement de la CRTS a` partir a) de la configuration
zig-zag et b) de la configuration « warping » [111]
Seffen et al. [111, 87] se sont inte´resse´s au comportement de cette structure et ont re´alise´ plu-
sieurs essais de de´ploiement afin de de´terminer la configuration replie´e la plus avantageuse. Ils
ont notamment compare´ une configuration ou` les rubans e´taient replie´s en zig-zag contre le
moyeu central avec deux plis par rubans (l’un avec courbures de meˆme sens et l’autre avec cour-
bures de sens oppose´s) avec une configuration ou` les rubans e´taient enroule´s autour du moyeu
central (cf. Figure I.37). Dans la premie`re, la CRTS n’a pas pu eˆtre totalement de´ploye´e lorsque
le re´flecteur e´tait oriente´ avec son cote´ concave vers le haut car certains plis ont migre´ vers le
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moyeu sans disparaˆıtre. Le de´ploiement a par contre e´te´ possible pour l’orientation inverse graˆce
a` l’aide de la gravite´. La seconde configuration a, quant a` elle, permis un de´ploiement complet
de la surface quelle que soit son orientation vis-a`-vis de la gravite´, la membrane provoquant alors
un couplage du mouvement des rubans utile a` son de´ploiement.
Soykasap et al. se sont e´galement inte´resse´s au de´ploiement d’un re´flecteur d’antenne ultra-mince
dont la structure serait compose´e de rubans courbe´s et qui serait initialement enroule´ comme
pre´sente´ a` la Figure I.38. Ils ont pu valider la faisabilite´ de ce concept graˆce a` la re´alisation d’un
prototype et de plusieurs essais de de´ploiement [127].
Figure I.38: Se´quence de de´ploiement de la maquette de re´flecteur [127]
I.3.2.c Te´lescopes
Plusieurs te´lescopes de´ployables utilisant l’e´nergie e´lastique des me`tres rubans ont aussi e´te´ de´-
veloppe´s. Black a e´tudie´ la possibilite´ d’utiliser des me`tres rubans en mate´riau composite pour
de´ployer le miroir secondaire d’un te´lescope de type Cassegrain [26]. Le concept retenu, pre´sente´
a` la Figure I.39 est celui d’un tripode dont chaque jambe est un me`tre ruban composite. Afin
d’obtenir une configuration de stockage compacte, les rubans sont plie´s et non enroule´s. La re´-
pe´tabilite´ du de´ploiement a e´te´ teste´e expe´rimentalement afin de ve´rifier si des pliages re´pe´te´s
n’endommageaient pas le composite et ne de´gradaient donc pas la pre´cision du de´ploiement. Les
re´sultats obtenus ont confirme´ que ce n’e´tait pas le cas et les e´carts obtenus pour le position-
nement du miroir secondaire (i.e. le plateau supe´rieur) e´taient de l’ordre de 50 µm, c’est-a`-dire
deux fois plus faibles que dans le cas d’un ruban seul.
Dans le cadre du projet MITAR (MIcro Telescope with A high Resolution) finance´ par l’ASI
(Agence Spatiale Italienne), Gardi et al. ont de´veloppe´ un prototype de te´lescope capable de se
de´ployer sans syste`me de controˆle actif [89, 50]. L’objectif e´tait que ce te´lescope pre´sente une
re´solution de 1 m a` une altitude de 400 km tout en e´tant compatible avec une plateforme de
micro-satellite afin d’en re´duire le couˆt et d’encourager l’utilisation des images a` haute re´solu-
tion. Le syste`me retenu au de´part se composait d’un empilement de cinq octogones relie´s un a`
un par huit me`tres rubans VEDLTS, e´galement de´veloppe´s par Gardi et al. (cf. §I.2.3.d), per-
mettant d’amortir le de´ploiement. Mais les premiers essais ont montre´ que la structure n’e´tait
pas toujours capable de se de´ployer spontane´ment a` cause de la friction entre les rubans et les
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octogones qui sont libres de se de´placer dans leur plan lors de la phase initiale de de´ploiement.
Ce proble`me a e´te´ re´solu par l’ajout de ressorts conventionnels de torsion (cf. Figure I.40), qui
permettent d’initier le de´ploiement.
Figure I.39: Tripode de´ploye´ a` l’aide de rubans composites plie´s [26]
VEDLTS
Octogone
Ressorts 
de torsion
Figure I.40: Trois octogones de´ploye´s avec des VEDLTS et des ressorts [50]
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I.4 Conclusion du premier chapitre
Depuis presque un demi-sie`cle, les structures de´ployables font l’objet d’un grand nombre d’e´tudes
et de de´veloppements dans le domaine spatial. Cet inte´reˆt se justifie par les nombreux avantages
qu’elles offrent et qui en font une re´ponse possible a` certains enjeux de l’exploration spatiale.
Elles sont notamment de´ja` utilise´es pour de´ployer les e´le´ments de grande taille d’un satellite,
comme les panneaux solaires et les antennes. En effet, la dimension des lanceurs ne permet pas
d’envoyer un satellite dans sa configuration de fonctionnement et il est ne´cessaire de le gerber
dans une configuration plus compacte afin qu’il puisse tenir dans la coiffe.
Concernant le domaine plus spe´cifique des missions d’observation, la re´solution des te´lescopes
spatiaux se voit aujourd’hui e´galement limite´e par la dimension des lanceurs. Un saut technolo-
gique reposant sur l’utilisation de structures de´ployables est donc ne´cessaire pour permettre la
mise en orbite de te´lescopes de grands diame`tres. Mais les te´lescopes sont des structures bien
plus sensibles et ne´cessitant une pre´cision bien plus e´leve´e que les panneaux solaires ou les an-
tennes. Les structures de´ployables de type structures rigides articule´es et structures gonflables
ne sont pas approprie´es car elles manquent de fiabilite´ et de pre´cision. Ce sont donc les structures
utilisant l’e´nergie e´lastique pour leur de´ploiement qui sont envisage´es.
Afin de re´pondre a` ces e´volutions, Thales Alenia Space de´veloppe un nouveau concept de te´les-
cope dont le de´ploiement est assure´ par un ensemble de lames souples a` section circulaire, plus
commune´ment appele´es me`tres rubans. Les me`tres rubans ont pour avantage de se de´ployer de
manie`re autonome et de se bloquer naturellement dans leur position de´ploye´e. Ils sont e´gale-
ment le´gers, simples a` fabriquer et a` mettre en œuvre. De plus, les avance´es dans le domaine des
mate´riaux composites et visco-e´lastiques permettent de palier a` certains de leurs inconve´nients
en les rendant par exemple stables dans leur e´tat enroule´ pour en faciliter le stockage ou en
permettant de controˆler leur de´ploiement.
Afin de de´terminer la configuration gerbe´e optimale d’une telle structure, il est ne´cessaire de
pouvoir simuler nume´riquement un certain nombre de sce´narios de de´ploiement associe´s aux
diffe´rentes configurations envisage´es et ce pour un couˆt en temps de calcul raisonnable. Nous
nous inte´ressons donc, dans le prochain chapitre, a` la question de la mode´lisation des me`tres
rubans.
Chapitre
II
Mode´lisation de structures
minces e´lance´es
D
ans ce second chapitre, nous nous inte´ressons aux diffe´rentes
approches ayant e´te´ ou pouvant eˆtre utilise´es pour mode´liser
les me`tres rubans. Le comportement me´canique des rubans
est fortement non-line´aire notamment de part leur faible raideur en tor-
sion et la pre´sence d’instabilite´s de flambage qui conduisent a` l’appari-
tion de plis localise´s par un aplatissement quasi-total de la section. Cela
rend leur mode´lisation de´licate et ne´cessite l’utilisation de mode`les ca-
pables de rendre compte de la de´formation de la section. Une revue de la
litte´rature aboutit a` la double constatation que les mode`les de poutres
a` section de´formable pre´sentent le meilleur ratio couˆt-pre´cision et qu’il
manque un tel mode`le pour la simulation du comportement dynamique
des me`tres rubans en trois dimensions. Ces constats nous ame`nent a`
nous inte´resser a` la mode´lisation des poutres a` section de´formable en
trois dimensions et notamment a` la prise en compte du gauchissement
de torsion, ne´cessaire au de´veloppement d’un mode`le original qui sera
pre´sente´ au Chapitre III.
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II.1 Mode´lisation des me`tres rubans
Comme nous l’avons mis en e´vidence au Chapitre I, les caracte´ristiques ge´ome´triques des me`tres
rubans les situent a` une place interme´diaire entre la famille des coques et celle des poutres. Les
deux approches peuvent donc eˆtre envisage´es pour leur mode´lisation. La the´orie non-line´aire des
coques minces est aujourd’hui bien e´tablie, tandis que les mode`les de poutres a` section de´for-
mable reposent ge´ne´ralement sur un choix plus ou moins arbitraire des modes de de´formations
de la section. Il semble donc naturel de se tourner tout d’abord vers une approche 2D pour la
mode´lisation des me`tres rubans. Mais la complexite´ des mode`les de coques a motive´ le de´velop-
pement de mode`les spe´cifiques tirant parti des caracte´ristiques ge´ome´triques des me`tres rubans.
Parmi ceux-ci on trouve notamment un mode`le de poutre a` section flexible ainsi que des mode`les
discrets e´nerge´tiques. D’autres mode`les, limite´s au cas des rubans bistables, sont aussi pre´sents
dans la litte´rature mais ne seront pas de´taille´s ici car ils se concentrent sur la caracte´risation
des e´tats stables et ne permettent pas de simuler le comportement ge´ne´ral des me`tres rubans
[47, 48, 49, 58, 68, 69]. Pour une revue de ces diffe´rents mode`les voir [59].
II.1.1 Mode`les de coques minces
II.1.1.a Mode`les analytiques
A` partir de la the´orie des coques minces, il est possible de de´river des expressions analytiques
de la relation M2(θ2) pour un me`tre ruban soumis a` une flexion longitudinale uniforme, comme
dans le cas de l’essai de flexion dans le plan pre´sente´ au §I.2.2 du Chapitre I. M2 est le moment
de flexion dans le plan de syme´trie du ruban et θ2 la rotation associe´e en une des extre´mite´s de ce
dernier. Il est ensuite relativement simple d’en de´duire les valeurs caracte´ristiques des moments
critiques de flambage Mmin2 et M
max
2 ainsi que des moments de propagation M
+
2 et M
−
2 . La
solution analytique a` ce proble`me, pour la flexion dans le plan avec courbures de sens oppose´s
dans le cas de me`tres rubans isotropes de courbures initiales longitudinale nulle et transversale
faible (2βe0 < 1 rad), a e´te´ obtenue par Wuest en 1954 [139] et traduite en anglais par Panovko et
Gubanova [86]. En conside´rant le me`tre ruban fle´chi comme une coque cylindrique axisyme´trique
faiblement distordue (de part la courbure de la section), le moment ge´ne´ralise´ a` l’extre´mite´ du
ruban est obtenu en inte´grant le moment de coque sur l’ensemble de la section.
En 1973, Mansfield a e´tabli une solution plus ge´ne´rale a` ce proble`me dans le cadre de travaux
sur la torsion et la flexion en grands de´placements de lames d’e´paisseur constante ou variable
pre´sentant des courbures initiales longitudinale, transversale ou de torsion constantes et faibles
[77]. Dans le cas des lames d’e´paisseur uniforme, il a obtenu une expression analytique de la
relation moment-courbure en fonction des proprie´te´s du mate´riau et des courbures initiales de
la lame qui rejoint celle de Wuest pour la flexion avec courbures de sens oppose´s. Il a e´galement
de´termine´ des conditions analytiques sur la valeur minimale de la courbure initiale transversale
permettant l’apparition du flambage par flexion et par torsion. Sa the´orie est valable dans le
cas des grands de´placements a` condition que les rotations et les courbures soient petites partout
et a e´te´ e´tablie dans le cas de lames infiniment longues. Les effets de bords ne sont donc pas
pris en compte et, bien qu’un ratio de cinq entre la longueur et la largeur soit ge´ne´ralement
suffisant, Seffen et Pellegrino ont montre´ que la valeur du moment critique peut s’en trouver
significativement sous-e´value´e [110].
Dans le cas d’un me`tre ruban de courbure transversale initiale kT0 pre´sentant e´ventuellement
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une courbure longitudinale initiale kL0 , le moment de flexion M2 associe´ a` une courbure longitu-
dinale kL peut donc eˆtre calcule´ graˆce a` l’expression suivante :
M2 =
kT0 − k
L
0
1 + ν
+ kL
(
1− ν
1 + ν
)(
1−
Ψ2
Ψ21
)
, (II.1)
avec Ψ1(k
L) =
1
kL2

1− 1
kL1/2

cosh 2 kL1/2 − cos 2 kL1/2
sinh 2 kL1/2 + sin 2 kL1/2



 ,
et Ψ2(k
L) =
1
kL4

1 + sinh 2 kL1/2 sin 2 kL1/2(
sinh 2 kL1/2 + sin 2 kL1/2
)2 − 5
4 kL1/2

cosh 2 kL1/2 − cos 2 kL1/2
sinh 2 kL1/2 + sin 2 kL1/2



 .
ou` ν est le coefficient de Poisson du me`tre ruban. En recherchant les extremums de cette fonction
il est possible d’obtenir la valeur des moments critiques de flambage dans le plan avec courbures
de meˆme sens Mmin2 et de sens oppose´s M
max
2 et il est e´galement possible d’en de´duire la valeur
des moments de propagation M−2 et M
+
2 (voir [110] pour plus de de´tails).
Ces re´sultats ont e´te´ repris par Seffen et Pellegrino [110] qui les ont simplifie´s pour le cas
particulier des me`tres rubans graˆce a` la prise en compte des caracte´ristiques ge´ome´triques des
plis en deux dimensions. En effet, ils ont observe´ expe´rimentalement que la re´gion du pli pou-
vait eˆtre conside´re´e comme cylindrique avec un rayon de courbure longitudinal constant et un
rayon de courbure transversal quasiment nul (cf. §I.2.2). Le passage de la configuration initiale
(cylindrique e´galement) a` la configuration de´forme´e n’implique alors pas de changement de la
courbure de Gauss, qui est e´gale a` ze´ro dans les deux cas. L’e´nergie de de´formation d’extension
de la coque est donc nulle dans la zone du pli et il peut eˆtre de´montre´ par minimisation de
l’e´nergie de de´formation de flexion que la surface initiale et la surface de´forme´e ont un rayon
de courbure identique [31]. L’injection de ce re´sultat dans les expressions analytiques propose´es
par Wuest ou Mansfield conduit a` des expressions analytiques tre`s simples des moments de pro-
pagation M+2 et M
−
2 associe´s respectivement a` la flexion dans le plan avec courbures de sens
oppose´s et de meˆme sens. Dans le cas d’un ruban de courbure longitudinale initiale nulle, ces
expressions sont :
M+2 = 2β
e
0 D (1 + ν) et M
−
2 = −2β
e
0 D (1− ν) avec D =
E h3
12 (1− ν2)
, (II.2)
ou` βe0 est le demi-angle d’ouverture de la section du ruban, D la rigidite´ en flexion, E le module
d’Young et h l’e´paisseur du ruban.
Dans le cas de rubans ayant un rayon de courbure longitudinal initial RL0 , elles deviennent :
M+2 = 2β
e
0 DR
T
0
(
1
RTpli
−
1
RL0
+
ν
RT0
)
et M−2 = −2β
e
0 DR
T
0
(
−
1
RTpli
−
1
RL0
+
ν
RT0
)
,
avec RTpli =
RL0 R
T
0√
RL0
2
+RT0
2
− 2 ν RL0 R
T
0
.
(II.3)
Il existe e´galement d’autres mode`les analytiques fonde´s sur la the´orie des coques. Yee et al. ont
propose´ une approche analytique pour e´tudier la relation moment-rotation dans le cas de me`tres
rubans en composite [141]. Seffen a pre´sente´ un mode`le analytique permettant de calculer la
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re´ponse quasi-statique d’un ruban pre´alablement plie´ dans son plan de syme´trie avec courbures
de sens oppose´s sous un chargement syme´trique applique´ a` ses extre´mite´s et conduisant a` la
compression du pli [109]. Walker et Aglietti ont de´veloppe´ un mode`le pour calculer les moments
de flexion, de torsion et d’ouverture d’un ruban plie´ en trois dimensions, mais ce mode`le ne´cessite
de de´terminer les directions de courbures principales dans la configuration plie´e et est donc base´
sur des re´sultats empiriques [133]. Ils ont malgre´ tout pu montrer expe´rimentalement que les
directions des courbures principales pouvaient eˆtre confondues avec l’axe du pli et sa perpendi-
culaire dans le cas de plis en trois dimensions pour lesquels l’angle α entre l’axe transversal du
ruban et l’axe du pli e´tait faible. Dans ce cas particulier, les expressions ge´ne´rales se simplifient
en :
M+2 = 2β
e
0 D
[
cos2 α+ ν
(
1 + sin2 α
)]
,
M−2 = −2β
e
0 D (1− ν) cos
2 α,
M+t = −β
e
0 D sin(2α),
M−t = β
e
0 D sin(2α),
M+h = 2β
e
0 D
[
cos2 α+ ν
(
1 + sin2 α
)]
cosα− βe0 D sin(2α) sinα,
M−h = −2β
e
0 D (1− ν) cos
3 α+ βe0 D sin(2α) sinα.
(II.4)
ou` M2 est le moment de flexion, Mt le moment de torsion et ou` Mh est le moment d’ouverture
autour de l’axe du pli tel que Mh = M2 cosα +Mt sinα. Les exposants + et − faisant respec-
tivement re´fe´rence aux moments de propagation pour un pli en trois dimensions avec courbures
de sens oppose´s et courbures de meˆme sens.
II.1.1.b Mode`les re´solus par e´le´ments finis
Bien qu’utiles, ces mode`les analytiques ne permettent pas de rendre compte du comportement
des me`tres rubans dans des cas de chargement plus complexes ou en dynamique. Pour la simula-
tion du comportement ge´ne´ral des me`tres rubans, il est donc ne´cessaire de recourir au calcul par
e´le´ments finis afin de pouvoir exploiter pleinement la the´orie des coques minces. De nombreux
codes de calcul par e´le´ments finis, commerciaux ou non, offrent cette possibilite´. Mais le com-
portement complexe et instable des me`tres rubans qui sont notamment sujets a` diffe´rents types
de flambage, ainsi que la ne´cessite´ de prendre en compte la dynamique pour certains essais de
de´ploiement, rendent la simulation particulie`rement de´licate. Avant d’obtenir la convergence du
mode`le, un certain nombre de tentatives sont ne´cessaires pour parvenir aux re´glages ade´quats
(maillage et solveur) et les temps de calcul sont relativement e´leve´s.
Le phe´nome`ne de flambage, par claquage avec apparition de plis localise´s ou dans un mode
couple´ flexion-torsion, traduit l’existence de plusieurs branches de solutions. Avec un pilotage
classique en efforts ou en de´placements, le code de calcul ne pourra donc pas suivre la branche
de solution dans son inte´gralite´. Dans le cas de l’essai de flexion dans le plan avec courbures de
sens oppose´s (cf. Chapitre I§I.2.2), un pilotage en efforts permettra seulement de de´terminer la
valeur du moment critique ainsi que la rotation associe´e, tandis qu’un pilotage en de´placements
donnera lieu a` un saut de la solution stable pre´-flambement a` la solution stable post-flambement
(en pre´sence d’amortissement pour re´gulariser la solution quasi-statique). Pour permettre le
suivi de la totalite´ de la branche de solution (parties instables incluses), il est ne´cessaire de
recourir a` un pilotage en longueur d’arc comme la me´thode de Riks [97, 98] qui fut la premie`re
me´thode de ce type et qui est notamment disponible dans ABAQUS. Cette me´thode permet de
rechercher le point suivant d’une courbe d’e´quilibre continue dans l’espace ge´ne´ralise´ des efforts
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et des de´placements a` une certaine distance (ou longueur d’arc) du point pre´ce´dent, au lieu de
le rechercher pour l’incre´ment suivant d’effort ou de de´placement (cf. Figure II.1 a)).
Le pilotage du mode`le peut aussi eˆtre difficile pour certains sce´narios ne´cessitant des condi-
tions aux limites particulie`res. C’est notamment le cas lorsqu’on souhaite laisser la section libre
de se de´former en une extre´mite´ du ruban. En effet, il n’est alors plus possible de la conside´rer
comme un corps rigide et de piloter son mouvement en imposant des conditions aux limites en
un seul point de cette section (le de´placement des autres points de la section e´tant contraint
par des relations cine´matiques). Ou bien lorsqu’il est ne´cessaire d’introduire un de´faut dans le
mode`le afin de permettre au code de de´tecter un point de bifurcation, ce qui est par exemple le
cas pour la flexion dans le plan avec courbures de meˆme sens afin d’initier le flambage en torsion
(cf. §I.2.2 Chapitre I). La sensibilite´ du mode`le a` l’introduction d’une imperfection rend en effet
le choix de celle-ci de´licat.
Seffen et Pellegrino sont les premiers auteurs a avoir utilise´ une mode´lisation par e´le´ments
finis pour mode´liser le comportement statique des me`tres rubans [110]. Dans le cas d’un essai de
flexion pure dans le plan pilote´ a` rotations impose´es, ils ont pu comparer les re´sultats nume´riques
obtenus par ABAQUS avec la me´thode de Riks a` des re´sultats expe´rimentaux (obtenus graˆce
au banc d’essai pre´sente´ a` la Figure I.11 du Chapitre I). Les re´sultats obtenus pour un me`tre
ruban en alliage cuivre-beryllium recuit de caracte´ristiques ge´ome´triques L = 200 mm, h = 0,1
mm, R0 = 13,3 mm et 2β
e
0 = 1,85 rad sont pre´sente´s a` la Figure II.1 b).
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Figure II.1: a) Pilotage en longueur d’arc (cercle orange)
vs pilotage en effort (ligne verte) ou en de´placement (ligne rouge)
b) Relation M2(θ2) pour un essai de flexion dans le plan [110]
La courbe repre´sente l’e´volution du moment de flexionM2 en fonction de la rotation θ2 applique´e
aux extre´mite´s du ruban. Les re´sultats obtenus nume´riquement sont en accord avec les re´sultats
expe´rimentaux et ont e´galement confirme´s la validite´ des hypothe`ses sur la ge´ome´trie de la zone
du pli e´voque´es aux paragraphes I.2.2 et II.1.1.a. Le rayon de courbure longitudinal y est bien
constant et quasiment e´gal au rayon de courbure transversal initial, tandis que la section est
pratiquement plate bien qu’il y ait persistance d’une faible courbure transversale au niveau des
extre´mite´s de la section. Dans le cas de la flexion avec courbures de meˆme sens, l’analyse par
e´le´ments finis ne parvient pas a` capturer le mode de flambement par torsion sans introduction
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d’une imperfection et pre´dit a` la place l’apparition d’une amorce de pli au milieu du ruban pour
une valeur du moment critique Mmin2 plus e´leve´e que celle obtenue expe´rimentalement.
Seffen, You et Pellegrino ont e´galement utilise´ un mode`le de coque re´solu par e´le´ments finis
pour mode´liser des me`tres rubans pre´sentant une courbure longitudinale initiale dans le cadre
du de´ploiement d’un panneau solaire [111]. Seffen s’est inte´resse´ au comportement et a` l’e´volu-
tion de la ge´ome´trie de rubans pre´alablement plie´s et soumis a` des efforts de compression [109].
Tandis que Walker et Aglietti ont recouru aux logiciels ANSYS [136] et ABAQUS [135] pour
simuler le pliage de rubans en deux et trois dimensions. Plus re´cemment, Soykasap et al. ont
mode´lise´ sous ABAQUS le pliage en deux et trois dimensions de me`tres rubans initialement
courbe´s devant eˆtre utilise´s pour de´ployer un re´flecteur [127].
Les mode`les e´le´ments finis de coque peuvent aussi eˆtre utilise´s dans des cas plus particuliers. Iq-
bal et Pellegrino ont par exemple simule´ le passage d’un e´tat stable a` l’autre d’un ruban bistable
dans ABAQUS [68]. Schultz et al. ont mode´lise´ un longeron en mate´riau composite a` me´moire
e´lastique dans ABAQUS e´galement [106]. Soykasap a simule´ le pliage de charnie`res compose´es
d’une association de plusieurs me`tres rubans [125, 126] tandis que Santer et Pellegrino ont e´tu-
die´ une structure ayant plusieurs e´tats stables et compose´e d’un assemblage de me`tres rubans
[104]. Guinot et al. ont simule´ l’enroulement d’un ruban hybride associant mate´riaux composite
et visco-e´lastique ainsi que son blocage en position enroule´e sous l’effet de la tempe´rature [61].
Yang et Wang ont quant a` eux mode´lise´ le pliage d’un ruban compose´ de deux lames me´talliques
tre`s fines entre lesquelles se trouve une couche de polyme`re visco-e´lastique [140].
La simulation du comportement dynamique de me`tres rubans graˆce aux mode`les de coques
re´solus par e´le´ments finis est encore plus complexe et n’est pas toujours possible. Une telle e´tude
ne´cessite en ge´ne´ral une premie`re analyse quasi-statique non-line´aire pour obtenir la configura-
tion plie´e suivie d’une analyse dynamique non-line´aire explicite pour la simulation du de´ploie-
ment. Hoffait et al. ont utilise´s le logiciel SAMCEF pour simuler en dynamique le phe´nome`ne
d’autobloquage d’un syste`me compose´ de plusieurs me`tres rubans [64]. Tandis que Pellegrino
a utilise´ ABAQUS Explicit pour mode´liser le de´ploiement d’un mat de´ployable inte´grant une
charnie`re compose´e de me`tres rubans [76].
II.1.2 Mode`les e´nerge´tiques discrets
Afin de mode´liser plus aise´ment le comportement dynamique des me`tres rubans, Seffen et Pelle-
grino ont de´veloppe´ des mode`les unidimensionnels simplifie´s reposant sur une formulation e´ner-
ge´tique du de´ploiement en deux dimensions [110]. Deux classes de mode`les, qui sont pre´sente´es
dans la suite de ce paragraphe, ont e´te´ propose´es afin de permettre la simulation du de´ploiement
d’un ruban enroule´ et d’un ruban plie´, ce qui correspondait aux deux configurations gerbe´es
envisage´es pour le re´flecteur CRTS (cf. Chapitre I §I.3.2.b).
II.1.2.a De´ploiement d’un ruban enroule´
Dans ce premier mode`le, on conside`re un ruban enroule´ autour d’un axe cylindrique dont le rayon
r est a` peu pre`s e´gal au rayon de courbure transversal RT0 du ruban non de´forme´. Ce choix de
r ≈ RT0 pour la valeur du rayon de l’axe permet d’obtenir un de´roulement progressif et e´vite une
expansion globale du ruban (r << R0) ou la formation de plis (r >> R
T
0 ). Le me`tre ruban peut
eˆtre enroule´ de manie`re a` pre´senter des courbures de meˆme sens ou de sens oppose´s. Pendant
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la phase de de´roulement, le ruban (qui est suppose´ rester dans son plan de syme´trie) est divise´
en deux parties (cf. Figure II.2) : une partie non de´forme´e de longueur variable tangente a` l’axe
cylindrique et une partie uniforme´ment enroule´e e´galement de longueur variable. Cela permet
de de´crire ce syste`me a` l’aide de deux parame`tres uniquement : l’angle ζ entre l’axe horizontal
e1 et le point d’attache du ruban, et l’angle γ forme´ par la partie enroule´e de longueur l = r γ.
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Figure II.2: Mode`le a` deux degre´s de liberte´s d’un ruban enroule´ [110]
Les e´quations du mouvement de ce syste`me sont alors de´rive´es par application des e´quations de
Lagrange :
d
dt
(
∂L
∂x˙i
)
−
∂L
∂xi
= Fi, (II.5)
ou` L = Uk − Up est le Lagrangien du syste`me avec Uk l’e´nergie cine´tique et Up l’e´nergie po-
tentielle. Les xi sont les coordonne´es ge´ne´ralise´es (i.e. γ et ζ) et les Fi les forces ge´ne´ralise´es
non-conservatives agissant sur le syste`me.
L’e´nergie cine´tique totale du syste`me est obtenue par addition des e´nergies cine´tiques de la
portion droite, de la portion enroule´e et de l’enrouleur en rotation libre autour de son axe :
Uk =
1
2
ρl
(
ζ˙2 r2 (L− r γ) +
(
ζ˙ + γ˙
)2 1
3
(L− r γ)3 + r3 γ ζ˙2
)
+
1
2
I ζ˙2, (II.6)
ou` ρl est la masse line´ique du ruban, L sa longueur et I le moment d’inertie polaire de l’enrouleur.
L’e´nergie potentielle du syste`me est, quant a` elle, la somme de l’e´nergie de de´formation sto-
cke´e dans la zone enroule´e et de l’e´nergie potentielle gravitationnelle calcule´e en prenant l’axe
de l’enrouleur comme re´fe´rence, la gravite´ e´tant dirige´e suivant −e3. Son expression est :
Up = µR
T
0
2
βe0 γ + 2 ρl g r
2 sin
(
1
2
γ
)
sin
(
ζ +
1
2
γ
)
+ ρl g (L− r γ)
(
r sin (γ + ζ) +
1
2
(L− r γ) cos (γ + ζ)
)
,
(II.7)
ou` g est l’acce´le´ration de pesanteur et µ la densite´ d’e´nergie de de´formation par unite´ de surface :
µ =
1
2
D
(
kT0
2
+ 2 ν kL0 k
T
0 + k
L
0
2
)
,
avec kT0 et k
L
0 les courbures transversale et longitudinale du ruban enroule´ e´gales a` ±
1
RT0
.
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Une solution analytique peut eˆtre obtenue dans le cas du de´ploiement d’un ruban relie´ a` un
axe fixe dans un environnement de vide sans gravite´. Et le mode`le peut prendre en compte le
frottement de l’air graˆce a` la de´finition d’une force re´partie :
fair = Cair ρair R
T
0 sin(β
e
0) (ξ L− r γ)
2
(
ζ˙ + γ˙
)
e, (II.8)
ou` Cair est le coefficient de frottement dans l’air de la section du ruban, ρair la masse volumique
de l’air, ξ la coordonne´e curviligne d’un point du ruban et e le vecteur directeur unitaire de la
droite OB (cf. Figure II.2).
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Figure II.3: Comparaison des re´sultats expe´rimentaux et du mode`le
pour un essai de de´roulement avec courbures
a) de sens oppose´s et b) de meˆme sens [110]
Une comparaison entre des re´sultats expe´rimentaux et des re´sultats obtenus graˆce a` ce mode`le
est pre´sente´e Figure II.3 dans le cas du de´ploiement d’un ruban enroule´ sur un enrouleur fixe.
On observe une tre`s bonne corre´lation entre le mode`le et l’expe´rimental lorsque le frottement de
l’air (dont l’influence est largement supe´rieure a` celle de la gravite´) est pris en compte. Des essais
sur enrouleurs a` faible et forte inertie de rotation ont e´galement e´te´ re´alise´s. Pour ces essais,
la longueur λL de la portion de´roule´e est correctement pre´dite par le mode`le. En revanche, un
e´cart d’environ 10% est releve´ pour l’estimation de la rotation de l’enrouleur ζ qui pourrait eˆtre
duˆ a` la non prise en compte des frottements entre le ruban et l’enrouleur.
II.1.2.b De´ploiement d’un ruban plie´
Le second mode`le dynamique de´veloppe´ par Seffen et Pellegrino est celui du de´ploiement plan
d’un ruban plie´ compose´ de trois parties : deux parties non de´forme´es de longueur variable et
un pivot e´lastique symbolisant la zone du pli comme illustre´ a` la Figure II.4. Au cours du de´-
ploiement ce pivot peut se de´placer le long du ruban pour simuler le mouvement du pli.
Deux approches ont e´te´ utilise´es et ont conduit a` deux mode`les diffe´rents. La premie`re re-
pose sur une formulation e´nerge´tique et suppose que la zone du pli est ponctuelle. Or cette
hypothe`se est incompatible avec une approche reposant sur la conservation de l’e´nergie car la
vitesse pre´sente alors une discontinuite´ au point B, e´tant nulle a` gauche du pli et non nulle a`
droite. Les re´sultats obtenus avec cette formulation dans le cas du de´ploiement d’un ruban plie´
a` 90° et soumis a` la gravite´ sont donc assez peu re´alistes. Sans amortissement, l’angle γ entre
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les deux bras du ruban reste trop important pour que le ruban puisse retrouver sa configuration
non de´forme´e. A` l’inverse, si un amortissement est introduit la valeur ne´cessaire pour que les
re´sultats du mode`le co¨ıncident avec les re´sultats expe´rimentaux dans les premiers instants du
de´ploiement est largement supe´rieure a` ce qui pourrait eˆtre justifie´ physiquement et conduit a`
une re´duction de l’amplitude du mouvement de de´ploiement plus rapide que celle observe´e en
pratique.
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Figure II.4: Mode`le a` deux degre´s de liberte´s d’un ruban plie´
a) a` l’instant t et b) a` l’instant t+ dt en supposant que λ˙ > 0 et γ˙ > 0 [110]
Afin d’e´liminer l’inconsistance de la formulation e´nerge´tique, une seconde approche base´e sur la
conservation de l’impulsion a e´te´ retenue. Ce type de formulation, qui n’utilise pas le principe
de conservation de l’e´nergie, est utilise´ lors de l’e´tude de syste`mes me´caniques pour lesquels les
e´quations du mouvement de Newton doivent eˆtre e´crites sous leur forme ge´ne´ralise´e :
F = d(m r˙) et M = d(I γ˙). (II.9)
C’est notamment le cas des syste`mes a` masse variable, auxquels on peut assimiler le bras libre
du ruban dont la longueur et donc la masse varient au cours du de´ploiement.
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Figure II.5: Configurations a` l’instant a) t et b) t+ dt d’un mode`le a` deux
degre´s de liberte´s d’un ruban plie´ [110]
Dans le cas conside´re´, la difficulte´ re´side dans la coexistence de degre´s de liberte´ de translation
et de rotation. Pour e´crire les e´quations du mouvement qui re´gissent son de´ploiement, le me`tre
ruban est divise´ en quatre zones dont on conside`re l’e´volution entre les instants t et t+ dt : le
segment rigide OB′ qui est fixe et n’intervient donc pas dans les e´quations, le segment B′B de
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longueur infinite´simale, le pivot qui se de´place de B a` B′ et le segment rigide AB qui est en rota-
tion autour du pivot (cf. Figure II.5). Dans le cas ge´ne´ral, le syste`me a` re´soudre est un syste`me
a` quatre e´quations a` quatre inconnues. Lorsque le pli est syme´trique (ce qui est le cas tant que
les deux bras du me`tre ruban restent dans le meˆme plan et que le pli n’interagit pas avec le sup-
port), le proble`me a` re´soudre peut eˆtre ramene´ a` un syste`me de deux e´quations a` deux inconnues.
Les re´sultats obtenus avec ce mode`le sont plus re´alistes que ceux obtenus avec l’approche e´ner-
ge´tique et le mouvement pre´dit a` la meˆme allure que le mouvement observe´ expe´rimentalement
sans qu’il y ait besoin d’introduire un amortissement dans le mode`le. Certains des re´sultats
obtenus par Seffen et Pellegrino sont pre´sente´s a` la Figure II.6. On remarque que le mode`le
fournit des re´sultats tre`s pre´cis pour la premie`re phase du de´ploiement, avec un amortissement
de la re´ponse au cours du temps provoque´ par l’interaction du pli avec le support du ruban qui
conduit a` une dissipation d’e´nergie cine´tique a` chaque rebond. Mais la pre´cision diminue pour
γ < 0, 4 rad lorsque le comportement de type corps rigide du bras libre du ruban se couple au
mode de vibration de corps flexible, ce qui peut se traduire par l’apparition de mouvements hors
plan du bras libre dont le mode`le n’est pas capable de rendre compte.
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Figure II.6: De´ploiement d’un me`tre ruban plie´ a` 90° et soumis a` la gravite´ [110]
II.1.3 Mode`le de poutre a` section mince flexible
Les limitations des mode`les simplifie´s pre´sente´s au paragraphe pre´ce´dent et la lourdeur des cal-
culs par e´le´ments finis lors du choix d’une mode´lisation de type coque ont conduit, dans le
cadre de la collaboration entre le LMA et TAS, au de´veloppement d’un mode`le de poutre a` sec-
tion mince flexible (i.e. de´formable par flexion transverse du profil) en grands de´placements et
grandes rotations [60]. Ce mode`le, re´sultat de la the`se de F. Guinot [59], permet la mode´lisation
du comportement plan de poutres a` profil mince ouvert, courbe et syme´trique dans sa version
ge´ne´rale. Une version plus spe´cifique, reposant sur une hypothe`se cine´matique supple´mentaire,
a e´galement e´te´ de´veloppe´e pour l’e´tude du comportement plan des me`tres rubans en statique
et en dynamique.
A` partir d’un mode`le non-line´aire de coque mince ve´rifiant l’hypothe`se de Kirchhoff, une ci-
ne´matique plane de poutre a` section flexible est de´finie. Deux hypothe`ses classiques de la the´orie
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des poutres sont tout d’abord introduites : la courbe section reste plane et perpendiculaire a` la
ligne de re´fe´rence. Comme les auteurs ne conside`rent de plus que le comportement plan de la
poutre dont le profil est initialement syme´trique par rapport a` l’axe e3, il leur est e´galement
possible de supposer que la section conserve cette syme´trie dans la configuration de´forme´e. La
position d’un point M appartenant au feuillet moyen de la coque et repe´re´ par ses coordonne´es
curvilignes longitudinale s1 et transversale s2 dans la configuration initiale (cf. Figure II.7) est
alors donne´e par le vecteur position OM(s1, s2, t) :
OM(s1, s2, t) = OC(s1, t) +CM(s1, s2, t),
ou` OC(s1, t) = (s1 + u1(s1, t)) e1 + u3(s1, t)e3,
et CM(s1, s2, t) = y(s1, s2, t)e2 + z(s1, s2, t)e
r
3(s1, t),
avec er3(s1, t) = sin θ2(s1, t)e1 + cos θ2(s1, t)e3.
(II.10)
θ2 de´finit la rotation du plan de la courbe section autour de e2 tandis que y et z sont les
coordonne´es locales du pointM dans le repe`re mate´riel (C,er1,e2,e
r
3) attache´ a` la courbe section.
y(s1, s2, t) et z(s1, s2, t) sont respectivement des fonctions impaire et paire par rapport a` s2
puisque la courbe section reste syme´trique par rapport a` er3.
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Figure II.7: Description cine´matique d’un me`tre ruban [60]
Les auteurs supposent ensuite que la de´formation de la section ne se fait que par flexion transverse
de celle-ci, ce qui permet de conside´rer les de´formations transversales comme e´tant ne´gligeables
et de supposer la courbe section inextensible. Une cine´matique dite de type Elastica, par analogie
avec la the´orie de l’Elastica propose´e par Euler, est retenue pour de´crire les variations de forme
de la courbe section. Les coordonne´es y(s1, s2) et z(s1, s2) sont alors e´gales a` :
y =
∫ s2
0
cos β(s1, ξ, t) dξ et z =
∫ s2
0
sin β(s1, ξ, t) dξ. (II.11)
Afin de permettre la re´duction du mode`le 2D en un mode`le 1D, l’angle β est mis, suivant la
me´thode de Ritz, sous la forme d’une somme de produits de deux fonctions dont l’une de´pend
uniquement de s2 tandis que l’autre de´pend de s1 et de t :
β =
n∑
i=1
Ni(s2)βi(s1, t). (II.12)
Les fonctions Ni(s2) sont des fonctions de forme choisies a priori et donnant la loi de re´partition
des coordonne´es ge´ne´ralise´es βi(s1, t) lie´es a` la ligne de re´fe´rence qui sont les inconnues du
proble`me.
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Pour le cas particulier de la mode´lisation des me`tres rubans dont la section est initialement
circulaire, les auteurs proposent de faire une hypothe`se supple´mentaire sur la forme de la section.
Cette hypothe`se consiste a` supposer que la courbe section reste un arc de cercle dont le rayon
peut simplement varier au cours du temps et le long de la poutre. L’angle β est alors une fonction
line´aire de s2 qui peut donc eˆtre de´finie a` partir de sa valeur en un seul point de la courbe section :
β(s1, s2, t) = β
e(s1, t)
s2
a
, (II.13)
ou` βe(s1, t) = β(s1, s2 = a, t) est l’angle β pris a` l’extre´mite´ de la courbe section. Il est alors
possible d’obtenir des expressions analytiques des coordonne´es locales y et z :
y(s1, s2, t) =
a
βe(s1, t)
sin
(
βe(s1, t)
s2
a
)
,
z(s1, s2, t) =
a
βe(s1, t)
[
1− cos
(
βe(s1, t)
s2
a
)]
.
(II.14)
Ces expressions, qui vont intervenir dans les e´nergies cine´tique et potentielle du mode`le de coque,
vont pouvoir eˆtre inte´gre´es le long de la courbe section (i.e. selon s2) pour obtenir les e´nergies
du mode`le de poutre e´quivalent sous une forme analytique.
Lors du calcul des de´formations de membrane et des courbures de coque, ne´cessaire a` l’obtention
de l’e´nergie de de´formation de la coque, plusieurs hypothe`ses supple´mentaires sont faites. Tout
d’abord, Guinot et al. se placent dans le cas des petites de´formations de membrane et supposent
entre autre que les variations de longueur et d’aire dans le plan de la coque sont faibles [60].
Cela conduit a` des expressions simplifie´es des de´formations qui sont ensuite utilise´es pour le
calcul de l’e´nergie de de´formation Ue du me`tre ruban. Lors de cette e´tape, les auteurs supposent
e´galement que la ge´ome´trie fortement e´lance´e des rubans conduit a` un comportement de type
poutre ou` seule la contrainte de membrane uniaxiale N11 participe a` l’e´nergie de de´formation de
membrane (N12 = N22 = 0). L’e´nergie de de´formation est alors e´gale a` :
Ue(u1, u3, θ, β
e, βe,1) =
1
2
∫ L
0
∫ a
−a
(e11 N11 + k11 M11 + 2 k12 M12 + k22 M22) ds2 ds1, (II.15)
ou` e11 et N11 sont respectivement la de´formation et la contrainte de membrane uniaxiales, tandis
que les kij et Mij sont respectivement les courbures de coque et les moments associe´s.
L’e´nergie cine´tique Uk de la coque est e´galement calcule´e avant d’eˆtre inte´gre´e analytiquement
sur la courbe section pour obtenir l’e´nergie cine´tique du mode`le de poutre :
Uk(u1, u3, θ, β
e) =
1
2
ρs
∫ L
0
∫ a
−a
(
∂OM
∂t
)2
ds2 ds1. (II.16)
Les efforts exte´rieurs Wext sont pris en compte sous la forme d’une densite´ line´ique d’effort
ge´ne´ralise´ de composantes f1 et f3 suivant e1 et e3 et des chargements pouvant eˆtre applique´s
en dualite´ de u1, u3, θ et β
e en chaque extre´mite´ du me`tre ruban (la notation X,1 indique
la de´rive´e partielle de X par rapport a` s1). Le mode`le est alors imple´mente´ sous forme faible
dans le logiciel COMSOL et le proble`me e´lastodynamique e´crit dans un cadre Lagrangien total
est re´solu du principe d’Hamilton sur un espace 1D correspondant a` la ligne de re´fe´rence par
application discre´tise´ par e´le´ments finis :
δH = δ
∫ t2
t1
(Uk − Ue +Wext) dt = 0. (II.17)
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Ce mode`le plan de poutre a` section flexible a permis la simulation d’un grand nombre de sce´narios
en statique et en dynamique et a de´montre´ ses capacite´s a` rendre compte des points cle´s du
comportement plan des me`tres rubans d’un point de vue qualitatif. Il permet notamment de
simuler l’apparition et la disparition d’un pli localise´, le de´placement de celui-ci le long du me`tre
ruban et son interaction avec un support (e.g. un encastrement), ainsi que sa duplication en
deux plis distincts sous l’application de contraintes exte´rieures.
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Figure II.8: Relation M2(θ2) pour un essai de flexion dans le plan avec
courbures de sens oppose´s
Dans le cas de la flexion dans le plan avec courbures de sens oppose´s, les re´sultats obtenus ont
e´te´ compare´s a` ceux d’un mode`le de coque mince re´solu par e´le´ments finis dans ABAQUS et
dont la validite´ a e´te´ confirme´e expe´rimentalement par Seffen et Pellegrino (voir §II.1.1.b) dans
un cas particulier. Les relations moment-rotation obtenues sont pre´sente´es a` la Figure II.8 et
montrent que le mode`le est plus raide que le mode`le de coque. En effet, la valeur du moment
critique associe´ au flambage par flexion et a` l’apparition d’un pli localise´ est surestime´e, par
contre le moment de propagation est e´quivalent. Il a e´galement e´te´ montre´ que le relaˆchement de
l’hypothe`se de circularite´ de la courbe section et sa parame´trisation a` l’aide de deux parame`tres
au lieu d’un seul permettent d’obtenir des re´sultats plus proches de ceux d’ABAQUS [60].
II.1.4 Avantages et limitations des mode`les existants
Les mode`les analytiques issus de la the´orie des coques, qui reste l’approche la plus comple`te,
donnent des re´sultats inte´ressants qui peuvent eˆtre exploite´s pour de´terminer au premier abord
les proprie´te´s me´caniques et ge´ome´triques d’un me`tre ruban pour une application donne´e. Mais
ces mode`les sont vite limite´s par l’absence de solution analytique pour des sce´narios plus com-
plexes que la flexion dans le plan de syme´trie.
Le recours aux calculs par e´le´ments finis permet d’exploiter pleinement les possibilite´s de la
the´orie des coques et de simuler l’ensemble des phe´nome`nes pouvant eˆtre observe´s avec une
bonne corre´lation vis a` vis de l’expe´rimental. Le principal inconve´nient de cette me´thode re´side
dans les temps de calcul assez e´leve´s. Cela s’explique par plusieurs facteurs (nombre important
de degre´s de liberte´, comportement fortement non-line´aire des me`tres rubans...) et s’aggrave
lors de la prise en compte de la dynamique (pour la simulation de sce´narios de de´ploiement par
exemple) qui rajoute une couche de complexite´ non ne´gligeable voire prohibitive. Le pilotage du
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mode`le est e´galement un point de´licat que ce soit au niveau du choix du nombre d’e´le´ments et
des parame`tres du solveur ou de l’application des conditions aux limites (de´placements, efforts,
imperfections).
Les mode`les discrets donnent de bons re´sultats pour la pre´diction de la dynamique de de´ploie-
ment de rubans initialement enroule´s ou plie´s mais leur champ d’application reste limite´ puis-
qu’ils ne prennent pas en compte le comportement hors plan et qu’ils ne peuvent pas simuler
l’apparition d’un pli (le nombre de pivots e´lastiques devant eˆtre de´fini a priori). Ils ne permettent
donc pas d’e´valuer les risques qu’un sce´nario de de´ploiement ne se passe pas comme pre´vu avec,
par exemple, l’apparition d’un pli supple´mentaire sous l’effet de l’inertie. Le nombre tre`s faible
de degre´s de liberte´ permet par contre de re´duire fortement les temps de calcul et d’e´tudier plus
facilement l’influence de chacun des parame`tres.
Ces constatations avaient de´ja` conduit a` la conclusion que le de´veloppement d’un mode`le inter-
me´diaire, plus ge´ne´ral que les mode`les discrets mais moins riche que les mode`les de coques, e´tait
pertinent dans l’optique de simuler le comportement de structures de´ployables multi-rubans.
Le mode`le plan de poutre a` section flexible de´veloppe´ au LMA a permis de re´pondre en partie
a` cette proble´matique puisqu’il permet de simuler les divers phe´nome`nes caracte´ristiques du
comportement plan des me`tres rubans (apparition, migration, duplication, disparition de plis
localise´s, etc.) avec des temps de calculs re´duits.
Notre objectif est donc de proposer une extension de ce mode`le de poutre a` section flexible
pour la simulation du comportement en trois dimensions des me`tres rubans en statique et en dy-
namique. Ce mode`le sera, comme le pre´ce´dent, de´veloppe´ dans un cadre totalement Lagrangien
en grands de´placements et en grandes rotations. L’e´tude re´alise´e au §I.2.2 du Chapitre I ayant
montre´ la ne´cessite´ de prendre en compte le gauchissement duˆ a` la torsion, il va eˆtre ne´cessaire
de revoir les hypothe`ses concernant l’allure de la section dans la configuration de´forme´e. Nous
nous inte´ressons donc, dans la suite de ce chapitre, aux mode`les de poutres a` section mince
de´formable.
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II.2 Mode´lisation des poutres a` section mince de´formable
II.2.1 Ge´ne´ralite´s
La the´orie classique des poutres conside`re que les sections droites se comportent comme des
corps rigides. Dans le cas line´aire, c’est-a`-dire l’e´tude des poutres soumises a` des chargements
ve´rifiant l’hypothe`se des petites perturbations, on trouve deux the´ories majeures. La premie`re
est la the´orie d’Euler-Bernoulli (de Leonhard Euler, 1707-1783, et Daniel Bernoulli, 1700-1782)
qui suppose que les sections restent perpendiculaires a` la ligne des barycentres. La seconde est
la the´orie de Timoshenko (de Stephen Timoshenko, 1878-1972) qui prend en compte le glisse-
ment des sections les unes par rapport aux autres sous l’effet du cisaillement et suppose donc
que les sections ne restent pas force´ment perpendiculaires a` la ligne des centres. Dans le cas
non-line´aire, c’est-a`-dire l’e´tude des poutres en grands de´placements, grandes rotations et e´ven-
tuellement grandes de´formations, il est possible d’utiliser les the´ories dites « ge´ome´triquement
exactes » de´veloppe´es par Reissner [95] et Simo [120].
Ces the´ories, qui supposent toutes la section inde´formable, sont principalement valables pour
la mode´lisation des poutres a` section massive. En effet, dans le cas des poutres a` profil mince
ouvert ou ferme´, la faible e´paisseur de la paroi compare´e aux autres dimensions de la section
facilite l’apparition de de´formations additionnelles qui se de´veloppent essentiellement dans la
direction de moindre re´sistance. De ce fait, la majorite´ des mode`les de poutres a` section de´for-
mable concernent les poutres a` profil mince bien qu’il existe e´galement des mode`les de poutres
a` section massive de´formable (voir [124], [90] et [37] pour quelques exemples).
L’approche ge´ne´ralement utilise´e dans le cas des poutres a` section mince de´formable consiste a`
partir d’un mode`le de coque, puis a` introduire un certain nombre d’hypothe`ses sur l’allure du
champ de de´placement du feuillet moyen du voile qui constitue la poutre mince. Ces hypothe`ses
conduisent a` une cine´matique particulie`re autorisant la re´duction du mode`le bidimensionnel en
un mode`le unidimensionnel. Cette approche permet la prise en compte d’un certain nombre de
modes de de´formations de la section dans son plan (distorsion) et/ou hors de son plan (gauchis-
sement).
Les mode`les ainsi obtenus peuvent eˆtre classe´s en deux cate´gories. La premie`re cate´gorie est
celle des mode`les de type Vlassov [130], qui ne prennent en compte que le de´placement hors plan
duˆ au gauchissement de torsion de la section. Ces mode`les ne font pas intervenir de parame`tres
cine´matiques supple´mentaires et les raideurs associe´es aux nouveaux termes pre´sents dans l’ex-
pression de l’e´nergie de de´formation de la poutre sont de´finies par la ge´ome´trie de la section.
La seconde cate´gorie, qui est la plus courante, regroupe les mode`les comportant de nouveaux
parame`tres cine´matiques qui sont le plus souvent des de´placements ge´ne´ralise´s de la poutre.
Ces mode`les de poutres a` section mince de´formable ont e´te´ de´veloppe´s pour permettre la prise
en compte de deux principaux types d’instabilite´s :
– Le flambement global de type poutre (colonne en compression ou poutre en flexion) qui
peut conduire a` un mode de flambage couple´ en flexion et en torsion dans le cas de sec-
tions mono-syme´triques ou asyme´triques, comme illustre´ a` la Figure II.9 a), et qui ne fait
pas intervenir de de´formation de la section dans son plan mais qui peut provoquer son
gauchissement : c’est le type de flambage qu’on obtient dans un premier temps lors de la
flexion d’un me`tre ruban hors de son plan ou dans son plan avec courbures de meˆme sens ;
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– Le flambement local qui met en jeu une de´formation de la section dans son plan, et qui
peut eˆtre un flambage local de type plaque dans le cas des colonnes en compression (cf.
Figure II.9 b)) ou un flambage local de type distorsion (cf. Figure II.9 c)) : c’est le type de
flambage qui correspond par exemple a` l’apparition d’un pli localise´ par flexion transverse
de la paroi lors de la flexion d’un me`tre ruban dans le plan avec courbures de sens oppose´s.
a)
b) c)
Figure II.9: a) Flambage global par flexion et torsion
b) Flambage de plaque local et c) Flambage local par distorsion [117]
Selon le type de sollicitation il peut donc eˆtre ne´cessaire de prendre en compte un seul type de
de´formation de la section (par distorsion ou par gauchissement) ou bien il peut eˆtre ne´cessaire
de prendre en compte ces deux types de de´formations, comme c’est le cas pour la simulation du
comportement des me`tres rubans en trois dimensions. Dans la suite de cette partie, nous nous
inte´ressons se´pare´ment aux mode`les de poutres dont la section est uniquement de´formable par
gauchissement sous sollicitation de torsion, et aux mode`les dont la section est de´formable dans
son plan et hors de son plan sous un chargement quelconque.
II.2.2 Sections de´formables par gauchissement de torsion
La de´formation par gauchissement sous sollicitation de torsion est le premier mode de de´forma-
tion de la section a` avoir e´te´ pris en compte dans la the´orie des poutres. En effet, l’hypothe`se de
section inde´formable conduit a` une valeur errone´e de la raideur en torsion J mis a` part le cas
particulier des sections pleines circulaires. Une premie`re the´orie line´aire prenant en compte un
gauchissement de la section constant le long de la poutre a e´te´ propose´e par Barre´ de Saint-Venant
(1797-1886) pour la torsion uniforme, mais cette the´orie ne permet pas de traiter la torsion non
uniforme de manie`re correcte ni de retrouver le phe´nome`ne de raccourcissement dans le sens
axial d’une poutre libre en une de ses extre´mite´s ainsi que le couplage entre la flexion et la
torsion (sections mono-syme´triques ou asyme´triques) que l’on observe expe´rimentalement dans
le cas de la torsion pure [36, 56].
II.2.2.a The´orie line´aire de Vlassov et autres approches
La premie`re the´orie line´aire formulant correctement le proble`me de la torsion non uniforme
est celle de Vlassov [130]. Elle a e´te´ initialement de´veloppe´e dans le cas des poutres a` profil
mince ouvert et constant pour lesquelles le gauchissement duˆ a` la torsion peut eˆtre important.
Une poutre mince pouvant eˆtre vue comme un assemblage ou une unique coque mince e´lance´e,
Vlassov s’inte´resse a` l’e´volution du feuillet moyen du voile qui constitue la poutre. Soit un point
quelconque M appartenant a` la surface moyenne du voile (cf. Figure II.10), de coordonne´e x
suivant l’axe longitudinale e1 de la poutre et d’abscisse curviligne s le long de la ligne de profil
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C (intersection de la surface moyenne et d’une section droite de la poutre). Les coordonne´es du
point M dans le repe`re (P,e2,e3) attache´ au plan de la section sont alors deux fonctions de s :
y(s) et z(s), P e´tant un point quelconque du plan de la section et (e1,e2,e3 formant une base
orthonorme´e directe.
O
x
ligne de proﬁl 
surface moyenne e1
Figure II.10: Description cine´matique de la poutre
Les contraintes pre´ponde´rantes qui se de´veloppent dans une poutre soumise a` de la tension, de
la flexion ou de la torsion, sont les contraintes normales et tangentielles prenant naissance sur
les sections droites (transversales), tandis que les contraintes normales apparaissant au niveau
d’une section longitudinale de la poutre jouent un roˆle secondaire dans le travail d’une poutre
mince. De ce fait, Vlassov fait deux hypothe`ses qui sont a` la base de sa the´orie sur la torsion
des pie`ces longues en voiles minces a` profil ouvert :
– il suppose tout d’abord que le profil de la section est rigide, c’est-a`-dire inde´formable dans
son plan ;
– et il conside`re comme e´tant nulle la de´formation par distorsion de la surface moyenne du
voile (c’est-a`-dire que l’angle droit forme´ par une ge´ne´ratrice longitudinale de la surface
moyenne et par la ligne de profil d’une section transversale reste droit apre`s de´formation).
Il choisit alors une cine´matique classique de type Euler-Bernoulli pour laquelle le plan de la
section non gauchie est suppose´ rester perpendiculaire a` la ligne des centres, mais il conside`re
le de´placement axial u1(x, s) des points de la surface moyenne comme e´tant inconnu (cf. [130]
Partie I §3) :
u1 = u1(x, s),
u2 = v(x)− θ(x) z(s),
u3 = w(x) + θ(x) y(s).
(II.18)
u2(x, s) et u3(x, s) sont les composantes du de´placement du point M suivant les axes transver-
saux e2 et e3, tandis que v(x) et w(x) sont les de´placements suivant ces deux meˆmes axes d’un
point P quelconque de la section pris comme origine des coordonne´es y(s) et z(s). θ(x) est,
quant a` lui, l’angle de rotation de la section autour de l’axe Pe1 (i.e. la rotation de torsion).
Vlassov de´duit de ce champ de de´placement u les expressions des de´placements tangentiel et
normal a` la ligne de profil (intersection du feuillet moyen et du plan de la section) :
ut = u · t,
un = u · n,
(II.19)
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ou` ut(x, s) est le de´placement selon la tangente t(s) a` la ligne de profil au point M (orien-
te´e positivement dans le sens des s croissants) et un(x, s) le de´placement selon la normale n(s)
a` la ligne de profil au pointM (choisie de manie`re a` ce que la base oriente´e (e1, t,n) soit directe).
Comme le profil de la section est suppose´ rigide dans son plan, on a :
t =
d y
ds
(s)e2 +
d z
ds
(s)e3,
n = −
d z
ds
(s)e2 +
d y
ds
(s)e3.
(II.20)
Ce qui conduit finalement a` :
ut = v(x)
d y
ds
(s) + w(x)
d z
ds
(s)− θ(x) r(s),
un = −v(x)
d z
ds
(s) + w(x)
d y
ds
(s) + θ(x) t(s),
(II.21)
ou` r(s) et t(s) sont respectivement les projections du vecteur PM(s) sur les vecteurs n(s) et
t(s) :
t(s) = PM · t = y(s)
d y
ds
(s) + z(s)
d z
ds
(s),
r(s) = PM · n = −y(s)
d z
ds
(s) + z(s)
d y
ds
(s).
(II.22)
La de´formation par distorsion εxs(x, s) de la surface moyenne de la poutre est alors donne´e par
l’expression suivante :
εxs =
1
2
[
∂u1
∂s
(x, s) +
∂ut
∂x
(x, s)
]
,
=
1
2
[
∂u1
∂s
(x, s) +
d y
ds
(s)
d v
dx
(x) +
d z
ds
(s)
dw
dx
(x)− r(s)
d θ
dx
(x)
]
.
(II.23)
L’hypothe`se εxs(x, s) = 0 conduit a` l’expression suivante du de´placement axial u1(x, s) par
simple primitivation :
u1 = u(x)− y(s)
d v
dx
(x)− z(s)
dw
dx
(x) + ω(s)
d θ
dx
(x), (II.24)
ou` u(x) est le de´placement longitudinal suivant e1 d’un point C de la ligne de profil pris comme
origine des coordonne´es s. ω(s) est une fonction ge´ome´trique, appele´e surface sectorielle ou
gauchissement de torsion, e´gale a` :
ω =
∫ M
C
r(s) ds =
∫ M
C
(
z(s)
d y
ds
(s)− y(s)
d z
ds
(s)
)
ds, (II.25)
qui s’annule en C, c’est-a`-dire en s = 0.
Le mode`le ainsi obtenu ne comporte que quatre parame`tres cine´matiques : u(x), v(x), w(x)
et θ(x), comme un mode`le classique de poutre a` section inde´formable de type Euler-Bernouilli.
En effet, le de´placement hors plan des points de la section ne de´pend que de la variation d θ/dx de
l’angle de torsion le long de la poutre (i.e. la courbure de torsion) et des proprie´te´s ge´ome´triques
initiales de la section a` travers la fonction ω(s). Ce mode`le fait par contre intervenir un nouvel
effort ge´ne´ralise´ en plus des habituels efforts tranchants associe´s a` u, v et w, et des moments de
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flexion et de torsion associe´s a` d v/dx et dw/dx et θ. Cet effort ge´ne´ralise´, note´ B(x), est appele´
bimoment et est associe´ au terme d θ/dx. Il repre´sente un syste`me de contraintes longitudinales
applique´es a` une section transversale s’e´quilibrant mutuellement et provoquant la torsion non
uniforme de la poutre.
Un inconve´nient de l’approche de Vlassov re´side dans la manie`re dont il obtient l’expression
de la raideur en torsion de la poutre. En effet, il ne prend en compte que les de´formations et les
contraintes de membrane du voile pour de´terminer les raideurs de la poutre. Or la raideur en
torsion de cette dernie`re fait uniquement intervenir la raideur en torsion du voile que Vlassov
est dans l’impossibilite´ de calculer puisqu’il n’a pas pris en compte la flexion de celui-ci (cf. [130]
Partie I §5). Cela l’oblige a` introduire une expression empirique de la raideur en torsion J dans
la loi de comportement, e´gale a` :
J =
α
3
∑
dh3, (II.26)
ou` h et d sont respectivement l’e´paisseur et la largeur des coques minces composant le voile et
ou` α est un coefficient empirique voisin de l’unite´.
Finalement, le mode`le propose´ par Vlassov permet de rendre compte de la faible raideur en
torsion des poutres a` section mince, ainsi que du couplage flexion-torsion lors de l’application
d’un moment ge´ne´ralise´ de flexion.
Une approche diffe´rente reposant sur la minimisation de l’e´nergie de de´formation e´lastique de
cisaillement permet de retrouver, dans le cas particulier des poutres a` section mince ouverte,
la meˆme expression du gauchissement que celle de Vlassov ainsi que l’expression correcte de J .
Cette approche e´tant tridimensionnelle, elle est de plus valable quel que soit le type de section
[41].
La poutre est ici vue comme un solide de´formable. Une cine´matique similaire a` celle de Vlassov,
mais valable pour un point quelconque M˜ de la poutre (vue comme un solide 3D), est retenue.
Le point M˜ est repe´re´ par sa coordonne´e longitudinale x suivant e1 et ses coordonne´es transver-
sales y˜ et z˜ dans le plan (G,e2,e3) de la section, G e´tant le barycentre et Ge2 et Ge3 les axes
principaux d’inertie. Comme dans la the´orie de Vlassov, l’influence des deux types de flexion sur
les de´placements transversaux est ne´glige´e :
u˜1 = u˜1(x, y˜, z˜),
u˜2 = v(x)− θ(x) z˜,
u˜3 = w(x) + θ(x) y˜.
(II.27)
u˜1(x, y˜, z˜) est le de´placement axial du point M˜ que l’on recherche, v(x) et w(x) repre´sentent les
de´placements suivant les directions e2 et e3 du barycentre G de la section, tandis que θ(x) est
l’angle de rotation de la section autour de l’axe Ge1 (i.e. la rotation de torsion).
La minimisation de l’e´nergie de de´formation e´lastique de la poutre, donne´e par l’expression
ci-dessous, va permettre de de´terminer le de´placement axial u˜1(x, y˜, z˜).
Ue =
1
2
∫ L
0
∫
S
{
E
(
∂u˜1
∂x
)2
+G
[(
∂u˜1
∂y˜
+
d v
dx
− z˜
d θ
dx
)2
+
(
∂u˜1
∂z˜
+
dw
dx
+ y˜
d θ
dx
)2]}
dS dx.
(II.28)
De part l’hypothe`se des petites perturbations et donc des rotations mode´re´es de flexion, les
ordres de grandeurs attendus pour le de´placement axial, les de´placements transversaux et par
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conse´quent pour l’e´nergie de de´formation d’extension (terme avec le module d’Young E en fac-
teur dans II.28) et l’e´nergie de de´formation de cisaillement (termes avec le module de cisaillement
G en facteur dans II.28) sont diffe´rents (cf. [41] Partie 2 §11.4 et 11.5). Il est donc possible de
minimiser se´pare´ment les deux e´nergies, la minimisation de l’e´nergie de de´formation de cisaille-
ment correspondant a` la minimisation de Ue sur la section et la minimisation de l’e´nergie de
de´formation d’extension correspondant a` la minimisation de Ue sur la longueur de la poutre.
La solution de ce proble`me est de la meˆme forme que le de´placement axial obtenu par Vlas-
sov :
u˜1 = u(x)− y˜
d v
dx
(x)− z˜
dw
dx
(x) + ϕ(y˜, z˜)
d θ
dx
(x), (II.29)
ou` u(x) est le de´placement du barycentreG de la section, tandis que la fonction ϕ(y˜, z˜) repre´sente
la loi de re´partition des de´placements longitudinaux dus a` la torsion dans la section et minimise
l’inte´grale suivante : ∫
S
[(
∂ϕ
∂y˜
− z˜
)2
+
(
∂ϕ
∂z˜
+ y˜
)2]
dS. (II.30)
Cette fonction est de´finie a` une constante pre`s et doit ve´rifier la condition ci-dessous pour eˆtre
comple`tement de´termine´e : ∫
S
ϕ(y˜, z˜) dS = 0. (II.31)
En notant J la valeur minimale de l’inte´grale II.30, l’e´nergie de de´formation de cisaillement de
la poutre peut se ramener a` :
1
2
∫ L
0
GJ
(
d θ
dx
)2
dx, (II.32)
ou` J correspond a` la raideur en torsion de la poutre e´gale a` :
J = Ip −
∫
S
[(
∂ϕ
∂y˜
)2
+
(
∂ϕ
∂z˜
)2]
dS avec Ip =
∫
S
(
y˜2 + z˜2
)
dS. (II.33)
L’e´galite´ J = Ip n’a lieu que si le gauchissement de la section est nul et on retrouve alors la
the´orie des poutres d’Euler-Bernoulli.
Dans le cas des poutres a` section mince ouverte, il est possible de faire le changement de variables
(y˜, z˜) → (s, n), ou` s est l’abscisse curviligne le long de la ligne de profil de la section et n
la coordonne´e dans l’e´paisseur suivant la normale n(s) a` cette ligne de profil. En supposant
l’e´paisseur h du voile constituant la poutre tre`s petite devant le rayon de courbure R de la ligne
des centres, on a (cf. [41] Partie 2 §11.13) :
ϕ(s, n) ≈ ω(s)− n
(
y(s)
d y
ds
(s) + z(s)
d z
ds
(s)
)
, (II.34)
ou` y(s) et z(s) sont les coordonne´es du point M , projection du point M˜ sur la ligne de profil.
La fonction de gauchissement ω(s) est identique a` celle obtenue par Vlassov :
ω =
∫ (
z(s)
d y
ds
(s)− y(s)
d z
ds
(s)
)
ds+ ω0, (II.35)
ou` la constante d’inte´gration ω0 est de´termine´e graˆce a` la relation suivante :∫
S
ϕdS =
∫
C
ω hds = 0. (II.36)
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Dans le cas des poutres a` profil mince ferme´ type caisson (mono ou multicellulaire), il n’est pas
possible de de´terminer de cette manie`re une expression de la fonction de gauchissement valable
sur toute la section car cette approche ne permet pas d’assurer la compatibilite´ du champ de
de´placement sur le contour. Il est par contre possible d’en donner une approximation en utili-
sant une approche qui est un cas particulier de la the´orie ge´ne´ralise´e des poutres pre´sente´e au
§II.2.3.b. Pour plus de de´tails, voir [41] Partie 2 §11.14.
Une troisie`me approche qui ne ne´cessite pas d’hypothe`se initiale sur l’ordre de grandeur des
de´placements, des rotations ou des de´formations a e´te´ utilise´e par Hamdouni et Millet dans le
cas d’une poutre a` section mince ouverte fortement courbe´e [62, 63]. Il s’agit d’une approche
base´e sur la me´thode des de´veloppements asymptotiques permettant de de´river un mode`le de
poutre a` partir des e´quations de l’e´lasticite´ tridimensionnelle. L’inte´reˆt de cette approche re´side
dans la bonne connaissance du domaine de validite´ du mode`le ainsi obtenu, puisqu’elle s’appuie
sur un choix de l’ordre de grandeur des parame`tres ge´ome´triques et des efforts exte´rieurs. La ci-
ne´matique obtenue dans le cas line´aire pour une poutre bi-encastre´e et pour les niveaux d’efforts
choisis par les auteurs correspond bien a` celle du mode`le de Vlassov, de meˆme que les e´quations
de traction et de torsion. Par contre l’e´quation de flexion comporte un terme supple´mentaire qui
correspond au couplage entre la torsion et la flexion que la the´orie de Vlassov ne permet pas de
prendre en compte.
II.2.2.b Extensions de la the´orie line´aire
Suite aux travaux de Vlassov, d’autres auteurs se sont penche´s sur le proble`me de la torsion et
ont cherche´ a` e´largir le champ d’application de cette the´orie. Ils se sont notamment inte´resse´s :
– au cas des poutres a` section mince variable [72, 91],
– au cas des grands de´placements [22, 34, 45, 51, 56],
– au cas des grandes rotations de torsion, tout d’abord dans le cas des poutres a` section
mince constante [18, 51, 80, 62] puis dans le cas des poutres a` section mince variable
[91, 101, 102, 138] et finalement dans le cas des poutres courbes [70, 129],
– ainsi qu’au cas des grandes rotations de torsion et de flexion pour les poutres a` section
massive droite ou courbe [124].
Parmi ces extensions, nous nous inte´resserons plus particulie`rement au cas des grandes rotations
pour les sections constantes et variables.
Dans le cas des grandes rotations de torsion mais des rotations mode´re´es de flexion, l’exten-
sion de la the´orie de Vlassov reste assez directe. En effet, meˆme si l’angle θ(x) de torsion peut
eˆtre grand, l’influence de la flexion sur les de´placements transversaux u2(x, s) et u3(x, s) peut
toujours eˆtre ne´glige´e. Dans le cas des poutres a` section mince ouverte, les auteurs choisissent
donc une cine´matique proche de celle de Vlassov mais e´tendue aux grandes rotations de torsion :
u1 = u1(x, s),
u2 = v(x) − y(s) (1− cos θ(x))− z(s) sin θ(x),
u3 = w(x) + y(s) sin θ(x)− z(s) (1− cos θ(x)) ,
(II.37)
ou` v(x) et w(x) sont les de´placements d’un point P quelconque de la section suivant les direc-
tions e2 et e3, et θ(x) la rotation de torsion autour de l’axe Pe1.
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La de´formation de distorsion de Green-Lagrange de la surface moyenne de la poutre est e´gale
a` :
exs =
1
2
{
∂u1
∂s
+
∂ut
∂x
+
∂u1
∂x
∂u1
∂s
+
∂u2
∂x
∂u2
∂s
+
∂u3
∂x
∂u3
∂s
}
, (II.38)
avec ut(x, s) le de´placement du point M suivant la tangente t(s) a` la ligne de profil telle que
de´finie a` la relation II.20 du §II.2.2.a :
ut = u · t,
= v(x)
d y
ds
(s) +w(x)
d z
ds
(s)− y(s)
[
(1− cos θ(x))
d y
ds
(s)− sin θ(x)
d z
ds
(s)
]
− z(s)
[
sin θ(x)
d y
ds
(s) + (1− cos θ(x))
d z
ds
(s)
]
.
(II.39)
Soit :
exs =
1
2
{
∂u1
∂s
(
1 +
∂u1
∂x
)
+
(
d y
ds
d v
dx
+
d z
ds
dw
dx
)
cos θ
+
(
d y
ds
dw
dx
−
d z
ds
d v
dx
)
sin θ +
(
y
d z
ds
− z
d y
ds
)
d θ
dx
}
.
(II.40)
De part l’hypothe`se de rotations mode´re´es de flexion, il est possible de supposer que la variation
du de´placement axial u1(x, s) le long de la poutre est tre`s petite :
|
∂u1
∂x
| << 1. (II.41)
L’hypothe`se cle´ de la the´orie de Vlassov, qui suppose nulle la de´formation par distorsion de la
surface moyenne, associe´e a` l’hypothe`se ci-dessus permet alors d’obtenir sans difficulte´ majeure
une expression analytique du de´placement longitudinal u1(x, s) :
u1 = u(x)− y(s)
(
d v
dx
(x) cos θ(x) +
dw
dx
(x) sin θ(x)
)
− z(s)
(
dw
dx
(x) cos θ(x)−
d v
dx
(x) sin θ(x)
)
− ω(s)
d θ
dx
(x),
(II.42)
ou` u(x) est le de´placement axial du point P et ou` la fonction de gauchissement ω(s) est identique
a` celle obtenue dans le cas des petites rotations de torsion :
ω =
∫
r(s) ds+ ω0 =
∫ (
z(s)
d y
ds
(s)− y(s)
d z
ds
(s)
)
ds+ ω0, (II.43)
ve´rifiant : ∫
C
ω hds = 0. (II.44)
Mohri et al. ont notamment propose´ un tel mode`le [80] qui a e´te´ utilise´ pour e´tudier le compor-
tement post-flambement de poutres a` section mince en I dans un cadre de grandes rotations de
torsion et de rotations mode´re´es de flexion [81, 82, 83]. Ce mode`le permet, de part la cine´matique
choisie, la prise en compte du gauchissement de torsion ainsi que du couplage entre la flexion et
la torsion. De plus, la pre´sence de termes non-line´aires dans l’e´nergie de de´formation permet de
simuler l’effet de re´tre´cissement dans le sens axial observe´ expe´rimentalement lors de la torsion
d’une poutre console.
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Ronagh et al. ont quant a` eux de´veloppe´ un mode`le e´quivalent dans le cas de sections variables
le long de la poutre [101, 102]. La cine´matique de de´part est identique a` celle pre´sente´e ci-dessus,
mais les coordonne´es y et z d’un point M appartenant a` la surface moyenne du voile de´pendent
a` la fois de x et de s. La de´formation de distorsion de la surface moyenne est alors identique a`
l’expression II.40 et |
∂u1
∂x
| est e´galement tre`s petit devant un de part l’hypothe`se de rotations
mode´re´es de flexion.
Le de´placement longitudinal u1(x, s) a donc lui aussi la meˆme expression qu’a` l’e´quation II.42
mais la fonction de gauchissement ω de´pend par contre de x et de s :
ω(x, s) =
∫
r(x, s) ds+ ω0(x) =
∫ (
z(x, s)
d y
ds
(x, s)− y(x, s)
d z
ds
(x, s)
)
ds+ ω0(x), (II.45)
et doit toujours ve´rifier : ∫
C
ω hds = 0. (II.46)
Avant de s’inte´resser au proble`me line´aire (cf. §II.2.2.a), Hamdouni et Millet avaient e´galement
utilise´ la me´thode des de´veloppements asymptotiques pour obtenir un mode`le prenant en compte
les grandes rotations de torsion et les rotations mode´re´es de flexion dans le cas d’une poutre a`
section mince ouverte fortement courbe´e [62]. La cine´matique obtenue dans le cas d’une poutre
bi-encastre´e et pour les niveaux d’efforts choisis par les auteurs correspond bien a` celle d’un
mode`le de Vlassov e´tendu au grandes rotations de torsion (comme celui de Mohri et al. [80]). Et
l’e´quation de torsion est cette fois-ci couple´e a` l’e´quation de flexion mais e´galement a` l’e´quation
de traction. Ce nouveau couplage permet de rendre compte de l’effet de re´tre´cissement observe´
expe´rimentalement dans le cas des poutres soumises a` de grandes rotations de torsion.
Concernant les grandes rotations de torsion et de flexion simultane´es qui nous inte´ressent plus
particulie`rement dans l’optique de simuler le comportement des me`tres rubans, il n’existe pas a`
notre connaissance de mode`le de poutre a` section mince ouverte prenant en compte uniquement
la de´formation de la section par gauchissement de torsion. Cela est certainement duˆ au fait que
l’extension de la the´orie de Vlassov a` un tel cadre n’est pas e´vidente. En effet la cine´matique de
de´part n’est pas la meˆme puisque l’influence de la flexion sur les de´placements transversaux n’est
plus ne´gligeable. Le de´placement hors plan des points de la section n’est donc plus porte´ par e1
mais par un vecteur normal au plan de la section non gauchie dans la configuration de´forme´e
que nous appellerons er1 et qui de´pend de x. L’expression de la de´formation de distorsion exs de
la surface moyenne du voile n’est alors plus la meˆme et fait intervenir le de´placement ur1(x, s) des
points de la section suivant er1 en plus de sa de´rive´e par rapport a` s. Il n’est donc pas possible de
de´duire une expression analytique e´vidente du de´placement ur1(x, s) a` partir de l’e´galite´ εxs = 0.
Simo et Vu-Quoc ont par contre propose´ une extension de la the´orie des poutres ge´ome´trique-
ment exacte de Reissner [94] et Simo [120] permettant la prise en compte d’un gauchissement duˆ
a` la flexion et a` la torsion, dans le cas des sections massives pour de grandes rotations de torsion
et de flexion [124]. Dans ce mode`le, le de´placement hors plan des points de la section est suppose´,
dans la ligne´e de la the´orie de Vlassov, eˆtre e´gal au produit d’une fonction de gauchissement
Φ(y˜, z˜) devant eˆtre choisie a priori et d’une fonction p(x) qui correspond a` l’amplitude du gau-
chissement. Mais cette hypothe`se n’est pas de´montre´e et le gauchissement pouvant eˆtre provoque´
par la torsion mais e´galement par la flexion, p(x) est un parame`tre cine´matique supple´mentaire
qui n’est pas lie´ a` la courbure de torsion.
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II.2.3 Sections de´formables dans le plan et par gauchissement
Outre les mode`les de poutres prenant en compte le gauchissement de la section duˆ a` la torsion
(cf. §II.2.2), il existe un certain nombre de mode`les autorisant a` la fois la de´formation de la
section dans son plan (distorsion) et hors de son plan (gauchissement). Parmi ceux-ci on trouve
notamment la « Me´thode Variationnelle Ge´ne´rale » (GVM pour General Variational Method)
propose´e par Vlassov [130] dans le cas des sections minces ferme´es. Ainsi que la « The´orie
Ge´ne´ralise´e des Poutres » (GBT pour Generalized Beam Theory) de´veloppe´e par la suite par
Schardt [105], qui est souvent vue comme une extension de la the´orie de Vlassov. Ces deux
the´ories majeures permettent de prendre en compte des modes arbitraires de de´formation de
la section dans son plan et hors de son plan et proposent des me´thodes d’identification de ces
modes a` partir d’une e´tude de la section. Un re´sume´ succinct de ces deux me´thodes ainsi que
quelques approches supple´mentaires pour la mode´lisation des poutres a` section de´formable dans
le plan et par gauchissement sont pre´sente´s dans la suite de cette partie.
II.2.3.a Me´thode variationnelle ge´ne´rale
Comme e´voque´ ci-dessus, une des premie`res formulations prenant simultane´ment en compte la
de´formation de la section dans son plan et hors de son plan a e´te´ propose´e par Vlassov dans
un cadre line´aire (cf. [130] Partie IV §1). Cette approche permet de re´duire un proble`me com-
plexe bidimensionnel de la the´orie des plaques a` un proble`me unidimensionnel lors de l’e´tude
des poutres a` profil mince ferme´ de type caisson, pouvant eˆtre vues comme un assemblage de
plaques minces rigidement lie´es entre elles au niveau de leurs areˆtes.
Le principe de cette me´thode repose sur la se´paration des variables x et s et consiste a` sub-
stituer aux fonctions recherche´es, qui de´pendent de deux variables, une somme de produits de
deux fonctions de´pendant respectivement de l’une et l’autre des variables. Les fonctions recher-
che´es sont les de´placements d’un pointM de la surface moyenne du voile qui constitue la poutre,
qui de´pendent de la coordonne´e axiale x suivant l’axe e1 et de l’abscisse curviligne s le long de
la ligne de profil, et satisfont les e´quations diffe´rentielles aux de´rive´es partielles de la the´orie
des plaques. Cela revient donc a` mettre le de´placement longitudinal u1(x, s) suivant e1 et le
de´placement tangentiel ut(x, s) suivant la tangente t(x, s) a` la ligne de profil au point M , sous
la forme suivante :
u1 =
∑n
1 Ui(x)Φi(s),
ut =
∑m
1 Vj(x)Ψj(s),
(II.47)
ou` la signification de n et m sera donne´e dans la suite de ce paragraphe. Le de´placement un(x, s)
suivant la normale n(x, s) a` la ligne de profil est quant a` lui ne´glige´, Vlassov ne s’inte´ressant
qu’aux de´formations de membrane du voile (extension et cisaillement).
Les fonctions Φi et Ψj qui ne de´pendent que de s sont choisies a priori et sont donc connues,
on les appelle fonctions de forme et elles de´crivent la re´partition du de´placement Ui ou Vj qui
leur est associe´ le long de la ligne de profil. Les fonctions Ui et Vj qui de´pendent de x sont
quant a` elles les inconnues du proble`me. On a alors un syste`me de m+n e´quations diffe´rentielles
ordinaires line´aires, a` m+n fonctions inconnues qui sont les de´placements ge´ne´ralise´s de poutre
Ui(x) et Vj(x), ce qui simplifie fortement le proble`me initial.
Pour choisir les fonctions Φi(s) et Ψj(s), on isole une bande e´le´mentaire transversale de la
poutre de largeur dx (contenue entre les sections d’abscisse x = cste et x+ dx = cste) que l’on
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conside`re comme un syste`me plan re´ticule´ dont les n nœuds sont donc des articulations et dont
les b barres (segments constituant la ligne de profil) restent rectilignes et ne travaillent qu’en
tension et en compression.
Les trois premiers de´placements ge´ne´ralise´s U1(x), U2(x) et U3(x) doivent permettre de re-
trouver l’expression classique du de´placement axial u1(x, s) pour une poutre ve´rifiant la loi de
Bernoulli (section inde´formable). Il est donc ne´cessaire d’avoir n ≥ 4 nœuds pour que la section
puisse se de´former par gauchissement. Les trois premie`res fonctions Φi(s) sont facilement de´ter-
mine´es a` partir de la the´orie classique des poutres. Si les trois premiers de´placements ge´ne´ralise´s
traduisent respectivement le de´placement longitudinal de la section lors de la traction ou de la
compression, ainsi que ses rotations autour des axes Pe2 et Pe3 lors de la flexion (P e´tant un
point quelconque du plan de la section, origine des coordonne´es y(s) et z(s)), les fonctions Φi(s)
sont alors e´gales a` :
Φ1(s) = 1, Φ2(s) = −y(s) et Φ3(s) = z(s). (II.48)
Les autres fonctions Φi(s) sont quant a` elle des fonctions de gauchissement qui repre´sentent
les lois de re´partition le long de la ligne de profil des de´placements ge´ne´ralise´s Ui(x) qui leur
sont associe´s. Ces n − 3 de´placements ge´ne´ralise´s restants peuvent eˆtre chacun choisis comme
le de´placement hors plan d’un nœud de la bande transversale pre´ce´demment isole´e, les autres
nœuds e´tant fixes. La fonction Φk(s) est alors nulle dans les barres non concourantes au nœud
k et varie line´airement dans les barres attenantes a` ce nœud, de 1 au niveau du nœud k a` 0 a`
l’autre extre´mite´ de la barre. Le choix des n−3 fonctions Φi(s) revient finalement a` choisir n−3
modes de de´formation de la section par gauchissement. Selon les modes choisis, les fonctions
Φi(s) ne seront pas les meˆmes et les de´placements ge´ne´ralise´s Ui(x) ne repre´senteront pas les
meˆmes grandeurs. Mais ce choix doit toujours conduire a` un ensemble de fonctions line´airement
inde´pendantes, continues sur l’ensemble de la ligne de profil et ayant une variation line´aire sur
chaque segment la composant. Ceci afin de garantir que les fonctions inconnues Ui(x) soient
inde´pendantes entre elles.
Pour de´terminer les fonctions Ψj(s) associe´es aux de´placements ge´ne´ralise´s dans le plan de
la section Vj(x), on assimile e´galement la bande transversale a` un syste`me re´ticule´ plan, mais
on suppose cette fois-ci que les barres qui le composent sont inde´formables et que ce syste`me
reste plan apre`s de´formation. Le nombre de degre´s de liberte´ de ce syste`me de´termine le nombre
de de´placements ge´ne´ralise´s Vj(x) et de fonctions de forme Ψj(s) a` utiliser. Dans le plan de la
section, chaque nœud posse`de deux degre´s de liberte´ (ddls) de translation (soit un total de 2n
ddls) et chaque barre un degre´ de liberte´ de rotation (soit b ddls). Les barres e´tant suppose´es
inextensibles, on a e´galement deux relations cine´matiques par barre qui contraignent les de´pla-
cements d’un nœud de la barre en fonction de la rotation de celle-ci et des de´placements de
l’autre nœud. Ce syste`me re´ticule´ a donc m degre´s de liberte´ inde´pendants, avec :
m = 2n+ b− 2 b = 2n− b, (II.49)
et il est ne´cessaire d’avoir m ≥ 4 pour que la section puisse se de´former dans son plan (m devant
eˆtre e´gal a` 3 pour retrouver la the´orie classique des poutres).
De la meˆme manie`re que pour le de´placement axial u1(x, s), les trois premiers de´placements
ge´ne´ralise´s associe´s a` ut(x, s) repre´sentent les de´placements dans son plan de la section en tant
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que corps rigide. Ils permettent donc la translation du contour suivant deux directions orthogo-
nales ainsi que sa rotation autour de l’axe Pe1. Les fonctions Ψj(s) correspondantes sont :
Ψ1(s) =
d y
ds
(s), Ψ2(s) =
d z
ds
(s) et Ψ3(s) = −r(s)
avec r(s) = −y(s)
d z
ds
(s) + z(s)
d y
ds
(s),
(II.50)
ou` r(s) est la longueur de la perpendiculaire abaisse´e du point P sur le segment contenant le
point M (autrement dit sur la tangente a` la ligne de profil au point M).
Les autres fonctions Vj(x) repre´sentent la de´formation par distorsion de la section dans son
plan, les segments rectilignes qui composent la ligne de profil ne se de´formant pas mais leur
orientation respective (l’angle forme´ par deux segments contigus) pouvant varier. Il est possible
d’assimiler les fonctions Ψj(s) restantes a` un de´placement tangentiel e´le´mentaire de la bande
transversale conside´re´e en posant : Vk(x) = 1 et Vh(x) = 0 pour h 6= k. La fonction Ψk(s) est
constante sur chaque partie rectiligne du contour, puisque les barres du syste`me re´ticule´ sont
suppose´es inde´formables. Comme dans le cas du de´placement axial u1(x, s) le choix des fonctions
Ψj(s) n’est pas unique, mais les fonctions choisies doivent eˆtre line´airement inde´pendantes et
doivent satisfaire a` la condition de continuite´ des de´placements des diffe´rents points du contour.
La description cine´matique de la poutre repose donc sur la superposition de plusieurs modes
de de´formation de la section, par gauchissement et par distorsion, choisis arbitrairement. Cette
approche n’est applicable qu’aux poutres a` profil mince ferme´ de type caisson dont le nombre
de nœuds n et le nombre de segments b constituant son profil ve´rifient la relation 2n − b ≥ 4.
De plus, elle ne permet pas la flexion transverse des segments rectilignes et est limite´e a` l’e´tude
des poutres en line´aire.
II.2.3.b The´orie ge´ne´ralise´e des poutres
La the´orie ge´ne´ralise´e des poutres a e´te´ propose´e dans sa forme originale par Schardt [105] dans
le cas des poutres minces de type caisson. Elle repose sur la meˆme approche initiale que la me´-
thode variationnelle ge´ne´rale de Vlassov (cf. §II.2.3.a), qui consiste a` mettre les de´placements
des points de la poutre sous la forme d’une somme de produits d’une fonction de forme et d’un
de´placement ge´ne´ralise´. Cette the´orie permet la prise en compte de modes arbitraires de de´for-
mation de la section hors de son plan par gauchissement ainsi que dans son plan par distorsion
et mais e´galement par flexion transverse du profil. Elle a de plus l’avantage de proposer une
me´thode plus rigoureuse pour de´terminer les fonctions de forme associe´es aux de´placements ge´-
ne´ralise´s.
A` la diffe´rence de l’approche de Vlassov, les fonctions de forme intervenant dans les trois com-
posantes du de´placement (incluant un(x, s, n)) sont de´finies de sorte a` ve´rifier l’hypothe`se de
Kirchhoff et ne sont donc pas totalement inde´pendantes :
u˜n(x, s, n) =
∑
iΨi(s)Wi(x),
u˜t(x, s, n) =
∑
i
[
µi(s)− n
dΨi(s)
ds
]
Wi(x),
u˜1(x, s, n) =
∑
i [Φi(s)− nΨi(s)]
dWi(x)
dx
.
(II.51)
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u˜1(x, s, n) est le de´placement longitudinal d’un point M˜ de la poutre tandis que u˜t(x, s, n) et
u˜n(x, s, n) sont respectivement les de´placements tangentiel et normal a` la ligne de profil au point
M , projection du point M˜ sur la surface moyenne du voile. Contrairement a` la the´orie de Vlas-
sov dans laquelle l’ordre des de´veloppements limite´s e´tait fixe´ par le nombre de nœuds et de
segments rectilignes constituant le profil de la section, il est possible dans la GBT d’ajouter des
nœuds dit « interme´diaires » (par opposition aux nœuds « naturels ») afin de prendre en compte
des modes de de´formation supple´mentaires.
Le cœur de la the´orie ge´ne´ralise´e des poutres correspond a` la manie`re dont sont choisis les
modes de de´formation, c’est-a`-dire les fonctions de forme qui permettent de de´finir la loi de
re´partition des de´placements ge´ne´ralise´s dans la section. Ce processus est appele´ « analyse de
la section » et repose sur la de´finition de deux cate´gories de modes de flexion : les modes fon-
damentaux (un par nœud naturel de la section) et les modes locaux (un par nœud interme´diaire).
Les modes fondamentaux sont de´finis en supposant le gauchissement Φi(s) line´aire sur chaque
segment du profil de la section et une de´formation de cisaillement εxs nulle dans le feuillet moyen.
Cela implique pour chaque e´le´ment rectiligne que Φi(s) est line´aire et que µi(s) = −dΦi(s)/ds =
cste, tandis que Ψi(s) est choisie cubique. Les fonctions Ψi(s) des modes fondamentaux sont de´-
termine´es en restaurant la compatibilite´ le long des parois sujettes a` de la flexion cylindrique.
Comme dans la the´orie de Vlassov, les trois premiers modes correspondent aux de´placements de
corps rigide de la section tandis que les modes supple´mentaires traduisent la de´formation de la
section et sont choisis de manie`re a` eˆtre orthogonaux afin que leurs effets puissent eˆtre combine´s
par simple superposition.
Pour les modes locaux, on suppose le gauchissement Φi(s) nul, la de´formation de cisaillement
εxs nulle le long du contour (c’est-a`-dire Φi(s) = µi(s) = 0) et le de´placement normal a` la paroi
(c’est-a`-dire Ψi(s)) cubique par morceaux. Les fonctions Ψi(s) des modes locaux sont obtenues
en supposant le de´placement normal unitaire a` un nœud interme´diaire et nul aux autres nœuds,
ainsi qu’une flexion cylindrique comme c’est le cas des modes fondamentaux.
D’autres me´thodes permettant le choix des modes de de´formation ont e´te´ propose´es, par exemple
par Ranzi et Luongo [92] qui utilisent une approche inspire´e de la me´thode semi-variationnelle
de Kantorovich (elle-meˆme une variante de la me´thode de Ritz). Des extensions de cette the´orie
ont e´galement e´te´ propose´es par plusieurs auteurs pour permettre la prise en compte :
– des sections ouvertes (mais toujours constitue´es de segments rectilignes) [42, 54] ;
– des sections circulaires ferme´es [114] ;
– des sections pleines [90] ;
– du glissement des sections en pre´sence de cisaillement [116, 118, 40] ;
– de mate´riaux non isotropes [115, 117, 119] ;
– de certains effets non-line´aires pour l’analyse du flambement line´aire [39, 117, 113] ;
– et des grands de´placements et grandes rotations pour l’analyse du comportement post-
flambement [116, 142, 55].
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II.2.3.c Autres approches
Bien que peu nombreuses, d’autres approches peuvent eˆtre utilise´es pour prendre en compte
la de´formation de la section d’une poutre. Parmi celles-ci, on peut notamment citer la « Me´-
thode des Bandes Finies » (FSM pour Finite Strip Method) initialement de´veloppe´e par Cheung
[35]. Cette me´thode concerne les poutres minces dont la ligne de profil est brise´e et non courbe
puisqu’elle consiste a` de´composer la poutre en un ensemble d’e´le´ments rectangulaires appele´s
« bandes ». Ces bandes, assemble´es entre elles par des lignes « nodales », sont e´tudie´es en uti-
lisant la the´orie line´aire des plaques. Cette me´thode est moins puissante que celle des e´le´ments
finis mais peut eˆtre plus efficace en terme de temps de calcul dans certains cas.
Une approche par e´le´ments finis peut e´galement eˆtre envisage´e. Zˇivkovic´ et al. ont par exemple
de´veloppe´ un super-e´le´ment de poutre constitue´ de sous-e´le´ments isoparame´triques de type volu-
mique dans le cas des poutres a` section pleine de´formable, de type coque dans le cas des poutres
minces et de type poutre dans le cas des poutres ayant une section rigide dans son plan [144]. Le
comportement de poutre est de´crit graˆce aux degre´s de liberte´ associe´s aux nœuds globaux de la
ligne de poutre. Tandis que les effets locaux associe´s a` la de´formation de la section sont pris en
compte a` travers les de´placements relatifs des nœuds de la section. La re´duction des degre´s de
liberte´ additionnels est effectue´e par une me´thode classique de condensation et l’e´le´ment final
comporte six degre´s de liberte´ par nœuds.
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II.3 Conclusion du deuxie`me chapitre
La premie`re partie de ce chapitre nous a permis d’identifier les points forts et les lacunes des
diffe´rentes approches ayant e´te´ utilise´es pour la mode´lisation des me`tres rubans. Trois cate´gories
de mode`les se de´gagent selon l’approche retenue : les mode`les issus de la the´orie des coques,
les mode`les discrets et les mode`les de poutres a` section de´formable. Le mode`le plan de poutre
a` section flexible, pre´ce´demment de´veloppe´ au Laboratoire de Me´canique et d’Acoustique, est
un bon compromis entre temps de calcul et pre´cision des re´sultats. Notre objectif est donc de
proposer une version e´tendue de ce mode`le permettant la simulation du comportement en trois
dimensions des me`tres rubans. Pour cela il est ne´cessaire que le mode`le de´veloppe´ prenne en
compte la de´formation de la section dans et hors de son plan.
Dans la seconde partie de ce chapitre, les principaux mode`les de poutres a` section de´formable
ont e´te´ pre´sente´s. Ces mode`les concernent principalement les poutres a` section mince, ouverte ou
ferme´e, et sont majoritairement des extensions de la the´orie des pie`ces longues en voiles minces
de Vlassov. Les mode`les de poutres a` profil mince ouvert et courbe, auxquelles on peut apparen-
ter les me`tres rubans, ne prennent ge´ne´ralement en compte que la de´formation de la section par
gauchissement de torsion alors qu’il nous est ne´cessaire de permettre la flexion transverse de la
section dans son plan. A` l’inverse, les mode`les qui prennent en compte les deux types de de´for-
mation (pour la plupart issus de la the´orie ge´ne´ralise´e des poutres de Schardt) ont e´te´ de´veloppe´s
pour les poutres constitue´es d’un assemblage de plaques et ne sont donc pas vraiment adapte´ a`
la mode´lisation d’un me`tre ruban dont la section est courbe. De plus, les de´placements relatifs
des points de la section sont suppose´s petits alors qu’ils peuvent eˆtre grand lors de l’apparition
d’un pli localise´ sur un ruban.
A` la connaissance de l’auteur, il n’existe pas a` l’heure actuelle de mode`le de poutre a` section
mince ouverte et courbe en grands de´placements, grandes rotations et grandes de´formations
prenant en compte la de´formation de la section dans et hors de son plan. Notre objectif est donc
de de´velopper un tel mode`le adapte´ a` la simulation du comportement en trois dimensions des
me`tres rubans, c’est-a`-dire incluant la de´formation de la section dans son plan par flexion trans-
verse et hors de son plan par gauchissement de torsion. Dans cette optique, nous envisageons
d’utiliser l’ide´e maˆıtresse de la GVM et de la GBT qui consiste a` superposer les diffe´rents modes
de de´formation que l’on souhaite prendre en compte. La flexion transverse de la section serait
alors prise en compte de la meˆme manie`re que dans le mode`le plan pre´ce´demment de´veloppe´
au LMA et pre´sente´ au §II.1.3, et serait combine´e avec une approche de type Vlassov e´tendue
aux grandes rotations de flexion et a` un contour non rigide pour le gauchissement de torsion. Le
mode`le propose´ est pre´sente´ au chapitre suivant.
Chapitre
III
Pre´sentation du mode`le
D
ans ce troisie`me chapitre, nous proposons un mode`le de
poutre a` section flexible dans son plan et de´formable par
gauchissement de torsion en grands de´placements, en grandes
rotations et en dynamique. A` partir d’une the´orie non-line´aire de coque
mince ve´rifiant l’hypothe`se de Kirchhoff, des hypothe`ses cine´matiques
et sthe´niques adapte´es aux structures minces e´lance´es permettent de
simplifier le mode`le bidimensionnel et de le re´duire a` un mode`le unidi-
mensionnel. Une approche e´nerge´tique base´e sur le principe d’Hamilton
est adopte´e afin de s’affranchir des e´quations locales du mode`le qui sont
complexes et lourdes a` manipuler. Les densite´s line´iques des e´nergies
potentielle et cine´tique du mode`le unidimensionnel sont obtenues par
inte´gration sur la courbe section des densite´s surfaciques des e´nergies du
mode`le bidimensionnel. Ces densite´s d’e´nergies sont ensuite diffe´rentie´es
de manie`re automatique par le logiciel COMSOL qui utilise la me´thode
des e´le´ments finis pour re´soudre les e´quations inte´grales du mode`le de
poutre a` section de´formable ainsi obtenues.
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III.1 Hypothe`ses cine´matiques
Comme e´voque´ en introduction, l’approche adopte´e pour construire le mode`le pre´sente´ dans ce
chapitre consiste a` partir d’un mode`le non-line´aire de coque et a` re´duire celui-ci en un mode`le
de poutre a` section de´formable. La premie`re e´tape de notre de´marche repose sur la formula-
tion d’un certain nombre d’hypothe`ses cine´matiques permettant de simplifier le mode`le initial
bidimensionnel et pertinentes quant a` notre objectif de simuler le comportement des me`tres
rubans.
III.1.1 Mode`le ge´ne´ral
On conside`re une coque mince e´lance´e (longueur ≥ 10×largeur) e´voluant dans un espace tri-
dimensionnel auquel est attache´ un repe`re fixe (O,e1,e2,e3) orthonorme´ direct. Le mode`le de
coque mince retenu, qui sera utilise´ pour le calcul des e´nergies, ve´rifie l’hypothe`se de Kirchhoff :
(i) les fibres initialement perpendiculaires a` la surface moyenne de la coque restent droites et
perpendiculaires a` celle-ci apre`s de´formation de la coque.
La cine´matique de la coque peut donc eˆtre de´finie a` partir de celle de son feuillet moyen.
e1
r
O
G0
M0s1
s2
Figure III.1: Description de la cine´matique
Nous nous limitons ici au cas des coques dont le feuillet moyen peut eˆtre obtenu, dans la confi-
guration initiale, par extrusion suivant la direction e1 d’une courbe plane de (e2,e3). La coque
non de´forme´e est donc assimilable a` une poutre droite d’axe Oe1 a` profil mince ouvert et inva-
riant. On de´signe sous le terme de « ligne de re´fe´rence » la droite passant par le barycentre des
sections. Le point O est choisi de telle sorte que l’axe Oe1 contienne cette ligne de re´fe´rence,
comme illustre´ a` la Figure III.1. Les axes Oe2 et Oe3 co¨ıncident quant a` eux avec les axes
principaux d’inertie de la section.
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De part l’hypothe`se (i), la cine´matique d’une section transversale S est totalement de´finie par
celle de sa ligne moyenne (i.e. l’intersection du feuillet moyen de la coque et du plan de la sec-
tion), que nous appelons « courbe section ». Le feuillet moyen de la coque est alors parame´tre´
par les coordonne´es curvilignes longitudinale s1 et transversale s2 qui sont respectivement les
abscisses curvilignes le long de la ligne de re´fe´rence et de la courbe section. L’origine des coor-
donne´es s1 est choisie en O et l’origine des coordonne´es s2 en C, milieu de la courbe section.
On a donc (s1, s2) ∈ [0, L]× [−a, a], ou` L et 2 a sont respectivement les longueurs initiales de la
ligne de re´fe´rence et de la courbe section.
Dans la configuration non de´forme´e, la position d’un point mate´riel M de coordonne´es (s1, s2)
attache´ au feuillet moyen de la coque est donne´e par le vecteur OM0(s1, s2) qui peut eˆtre
de´compose´ en deux parties :
OM0 = OG0 +G0M0, (III.1)
ou` G0 est le barycentre de la section a` laquelle appartient le point M0.
On de´finit alors les coordonne´es locales y0(s2) et z0(s2) du point M0 dans le plan de la sec-
tion non de´forme´e (G0,e2,e3) de telle sorte que :
OG0 = s1 e1,
G0M0 = y0 e2 + z0 e3.
(III.2)
Le vecteur OG0(s1) donne la position du barycentre de la section courante dans le repe`re fixe
(O,e1,e2,e3), tandis que le vecteur G0M0(s2) donne la position du point M0 dans le repe`re
local (G0,e1,e2,e3) attache´ a` la section.
Dans la configuration de´forme´e, la ligne de re´fe´rence n’est plus force´ment droite mais peut
devenir une courbe plane ou gauche de l’espace a` trois dimensions. De meˆme, la courbe section
peut s’eˆtre de´forme´e dans son plan et/ou hors de son plan. On de´finit alors le vecteur position
du point M a` l’instant t :
OM = OG+GM , (III.3)
ou` G est le barycentre de la section dans la configuration de´forme´e.
III.1.1.a De´placement de la courbe section
En introduisant les trois composantes u1(s1, t), u2(s1, t) et u3(s1, t) du champ de de´placement
u(s1, t) du barycentre de la section, nous obtenons :
OG = (s1 + u1) e1 + u2 e2 + u3 e3. (III.4)
Le vecteurGM(s1, s2, t) est, quant a` lui, exprime´ dans le repe`re orthonorme´ direct (G,e
r
1,e
r
2,e
r
3)
qui suit le mouvement de corps rigide de la section :
GM = xer1 + y e
r
2 + z e
r
3, (III.5)
ou` x(s1, s2, t), y(s1, s2, t) et z(s1, s2, t) sont les coordonne´es locales du pointM dans la configura-
tion de´forme´e, avec x(s1, s2, t) un e´ventuel de´placement hors plan des points de la courbe section.
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On note R la rotation de corps rigide de la section a` l’instant t. Il est possible d’associer a`
cette rotation un quaternion unitaire q(s1, t) tel que :
q = q0 + q = q0 + q1 i + q2 j + q3 k, (III.6)
ou` q0(s1, t), q1(s1, t), q2(s1, t) et q3(s1, t) sont des grandeurs adimensionnelles ve´rifiant :
q20 + q
2
1 + q
2
2 + q
2
3 = 1. (III.7)
Cette relation de´coule du fait que le quaternion q(s1, t) doit eˆtre unitaire ce qui implique que
ses composantes ne sont pas inde´pendantes. En effet, trois parame`tres suffisent normalement a`
de´finir une rotation dans l’espace tridimensionnel.
Les vecteurs er1(s1, t), e
r
2(s1, t) et e
r
3(s1, t) de la base locale attache´e a` la section peuvent alors
eˆtre exprime´s dans la base fixe (O,e1,e2,e3) en fonction de ces quatre parame`tres :
er1 = q e1 q
∗ =
(
1− 2 q22 − 2 q
2
3
)
e1 + 2 (q1 q2 + q0 q3)e2 + 2 (q1 q3 − q0 q2)e3,
er2 = q e2 q
∗ = 2 (q1 q2 − q0 q3)e1 +
(
1− 2 q21 − 2 q
2
3
)
e2 + 2 (q2 q3 + q0 q1)e3,
er3 = q e3 q
∗ = 2 (q1 q3 + q0 q2)e1 + 2 (q2 q3 − q0 q1)e2 +
(
1− 2 q21 − 2 q
2
2
)
e3.
(III.8)
ou` q∗(s1, t) est le conjugue´ du quaternion unitaire q(s1, t) tel que q
∗ = q0 − q.
Remarque : Une revue des diffe´rentes solutions pour la parame´trisation des grandes rota-
tions dans l’espace a` trois dimensions a e´te´ re´alise´e dans l’optique de de´terminer la plus adapte´e
a` notre mode`le. Une parame´trisation base´e sur les quaternions a e´te´ retenue de manie`re a` limiter
le nombre de parame`tres du mode`le tout en utilisant des parame`tres dont on connaisse l’expres-
sion e´quivalente dans le cas d’une composition de rotation. Pour plus de de´tails a` ce sujet, se
re´fe´rer a` l’Annexe 1.
III.1.1.b De´formation de la courbe section
Ayant ainsi de´fini la cine´matique de corps rigide de la section, nous nous inte´ressons maintenant
a` sa de´formation. Dans la the´orie des poutres a` section de´formable, les modes de de´formation
de la section sont ge´ne´ralement re´partis en trois cate´gories :
– la de´formation de cisaillement (glissement des sections),
– la de´formation de la section hors de son plan (gauchissement),
– et la de´formation de la section dans son plan (distorsion).
Notre objectif est ici de pouvoir mode´liser deux aspects caracte´ristiques du comportement des
me`tres rubans en trois dimensions, qui sont :
– l’apparition de plis localise´s graˆce a` l’aplatissement de la section par flexion transverse,
– et les couplages flexion-torsion dus au gauchissement de torsion.
A` cette fin, nous faisons trois hypothe`ses cine´matiques a` propos de la nature des modes de
de´formation de la section :
(ii) le plan (G,er2,e
r
3) reste perpendiculaire a` la ligne de re´fe´rence ;
(iii) le gauchissement de la courbe section est uniquement duˆ a` la torsion et est re´git par une
cine´matique de type Vlassov ;
(iv) la courbe section est inextensible dans le plan (G,er1,e
r
2).
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L’hypothe`se (ii) est similaire a` une hypothe`se classique en the´orie des poutres qui consiste a`
ne´gliger la de´formation de cisaillement, ce qui est ge´ne´ralement justifie´ lors de l’e´tude des poutres
soumises a` de la flexion. Pour une section rigide, cela implique que le plan de la section reste
perpendiculaire a` toute fibre longitudinale de la poutre (hypothe`se de Bernoulli) et cela conduit
aux relations ci-dessous, en petites de´formations, entre les de´placements u2(s1, t) et u3(s1, t) du
barycentre de la section et les rotations θ2(s1, t) et θ3(s1, t) de celle-ci autour des axes e2 et e3 :
u2,1 = θ3 et u3,1 = −θ2
(1).
Dans notre cas, cela se traduit e´galement par deux relations liant les de´rive´es des de´placements
du barycentre de la section a` la rotation de corps rigide de celle-ci. En effet, l’hypothe`se (ii)
signifie que le vecteur ar1(s1, t) tangent a` la ligne de re´fe´rence au point G est orthogonal au plan
(G,er2,e
r
3), ce qui se traduit par les deux e´galite´s suivantes :
ar1 · e
r
2 = 0 et a
r
1 · e
r
3 = 0, (III.9)
ou` ar1 = OG,1 fait intervenir les de´rive´es des de´placements ui(s1, t) par rapport a` s1 tandis que
er2 et e
r
3 font intervenir les composantes du quaternion q(s1, t).
Le vecteur ar1 est donc coline´aire au vecteur unitaire e
r
1, normal au plan (G,e
r
2,e
r
3). Ces vecteurs
e´tant tous deux oriente´s dans le sens des s1 croissants, on peut e´crire la relation suivante :
ar1 = j
r er1, (III.10)
ou` jr(s1, t) est la norme de a
r
1(s1, t) que l’on de´duit de l’expression III.4 :
jr =
√
(1 + u1,1)
2 + u22,1 + u
2
3,1. (III.11)
Concernant le gauchissement de torsion, nous avons e´voque´ au §II.2.2.a du Chapitre II l’impos-
sibilite´ d’obtenir une expression analytique du de´placement hors plan par la meˆme approche que
Vlassov [130], pour de grandes rotations de flexion. Dans le cas pre´sent, la cine´matique retenue
conduit a` l’expression ci-dessous de la de´formation de Green-Lagrange e12 (i.e. la distorsion de
la surface moyenne de la coque) dont la de´finition sera donne´e au §III.2.1.d :
e12 =
1
2
{
x,2 [j
r + x,1 − y k
r
3 + z k
r
2]
+ y,2 [y,1 + x k
r
3 − z k
r
t ] + z,2 [z,1 − x k
r
2 + y k
r
t ]
}
,
(III.12)
ou` krt (s1, t), k
r
2(s1, t) et k
r
3(s1, t) sont respectivement les courbures de torsion, de flexion dans le
plan (G,er1,e
r
3) et de flexion dans le plan (G,e
r
1,e
r
2) de la ligne de re´fe´rence :
krt = e
r
2,1 · e
r
3, k
r
2 = e
r
3,1 · e
r
1 et k
r
3 = e
r
1,1 · e
r
2. (III.13)
On constate que l’e´galite´ e12 = 0 (hypothe`se de Vlassov) ne permet pas d’obtenir une expres-
sion analytique e´vidente de x de part la pre´sence des termes x,1 et x lie´s aux grandes rotations
de flexion, ainsi que des produits y,1 y,2 et z,1 z,2 lie´s a` la de´formation de la section dans son plan.
Nous avons e´galement vu dans ce meˆme paragraphe (cf. Chapitre II §II.2.2.a) qu’il est habi-
tuel de supposer le profil de la section rigide dans son plan [62, 80, 101, 130]. Or la section d’un
(1). La notation X,α de´signe la de´rive´e partielle de X par rapport a` sα.
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me`tre ruban peut s’aplatir par flexion transverse. Cette hypothe`se n’est donc plus adapte´e et il
est ne´cessaire de prendre en compte la de´formation de la section dans son plan lors du calcul du
gauchissement.
Cela nous conduit a` faire l’hypothe`se (iii) qui revient plus pre´cise´ment a` supposer que le de´pla-
cement hors plan x(s1, s2, t) d’un point M de la courbe section est e´gal a` :
x = ω krt avec ω,2 = y,2 z − y z,2, (III.14)
ou` ω(s1, s2, t) est une fonction ge´ome´trique au meˆme titre qu’une inertie et est appele´e « fonction
de gauchissement ».
Cette fonction, habituellement de´pendante des coordonne´es initiales y0(s2) et z0(s2) (voir Cha-
pitre II §II.2.2.a), est ici de´finie a` partir des coordonne´es actualise´es y(s1, s2, t) et z(s1, s2, t) du
point M dans le plan (G,er2,e
r
3) afin de tenir compte de la distorsion de la section.
Le de´placement hors plan x(s1, s2, t) de´pend alors uniquement des expressions de y(s1, s2, t)
et de z(s1, s2, t) ainsi que de la courbure de torsion k
r
t (s1, t). Cette hypothe`se permet de retrou-
ver l’expression attendue de x(s1, s2, t) dans tous les cas pre´sente´s au §II.2.2 du Chapitre II,
pour lesquels elle a pu eˆtre obtenue analytiquement en posant e12 = 0 pour une section suppose´e
rigide dans son plan.
Concernant la de´formation de la section dans son plan, on suppose que le phe´nome`ne prin-
cipal qui gouverne la flexion transverse est la minimisation de l’inertie de flexion de la poutre,
comme cela a e´te´ fait dans le mode`le de´veloppe´ par F. Guinot et al. [60]. Le profil de la sec-
tion dans le plan (G,er2,e
r
3) peut alors eˆtre conside´re´ comme inextensible, ce qui est l’objet de
l’hypothe`se (iv), car les de´formations transversales ont un impact ne´gligeable sur le comporte-
ment de la coque compare´ a` celui des grands de´placements que peuvent subir les points de la
courbe section. Il s’agit d’ailleurs d’une hypothe`se couramment admise dans la the´orie classique
de poutres qui ne prend pas en compte l’effet local du coefficient de Poisson dans l’e´valuation
de l’inertie de flexion.
En notant M ′ la projection du point M dans le plan (G,er2,e
r
3), l’hypothe`se (iv) implique que
le vecteur GM ′,2(s1, s2, t) tangent a` la projection de la courbe section dans le plan (G,e
r
2,e
r
3)
soit de norme constante, ce qui permet d’e´crire l’e´galite´ suivante :
‖GM ′,2‖
2 = ‖G0M0,2‖
2 = 1 ⇔ y2,2 + z
2
,2 = y
2
0,2 + z
2
0,2 = 1. (III.15)
Les de´rive´es y,2(s1, s2, t) et z,2(s1, s2, t) des coordonne´es locales d’un point de la courbe section
de´forme´e peuvent alors s’e´crire tre`s simplement graˆce a` l’introduction de l’angle β(s1, s2, t) entre
l’axe Ger2 et le vecteur unitaire t = GM
′
,2 comme illustre´ a` la Figure III.1 :
y,2 = cos β et z,2 = sin β. (III.16)
Cette hypothe`se revient a` choisir une cine´matique de type Elastica pour la courbe section, par
re´fe´rence au nom donne´ par J. Bernoulli (1654-1705) au mode`le de poutre inextensible en grands
de´placements propose´ a` l’origine par L. Euler (1707-1783).
L’angle β(s1, s2, t) joue un roˆle fondamental dans ce mode`le puisqu’il est le seul parame`tre
74 Chapitre III. Pre´sentation du mode`le
cine´matique utilise´ pour de´crire l’allure de la courbe section dans la configuration de´forme´e.
Dans l’optique de re´duire ce mode`le bidimensionnel a` un mode`le unidimensionnel, on utilise la
me´thode de Ritz pour proce´der a` la se´paration des variables s1 et s2. Cela revient a` mettre
l’angle β(s1, s2, t) sous la forme suivante :
β =
p∑
m=1
Nm(s2)βm(s1, t), (III.17)
ou` les Nm(s2) sont des fonctions de forme donnant la loi de re´partition des coordonne´es ge´ne´rali-
se´es βm(s1, t) sur la courbe section. Les fonctions de forme Nm(s2) doivent eˆtre choisies a priori,
tandis que les coordonne´es ge´ne´ralise´es βm(s1, t) sont de nouveaux parame`tres cine´matiques du
mode`le unidimensionnel.
Les coordonne´es y(s1, s2, t) et z(s1, s2, t) du point M de la courbe section ainsi que la fonc-
tion de gauchissement ω(s1, s2, t) s’obtiennent alors par la proce´dure d’inte´gration suivante :
y(s1, s2, t) =
∫ s2
0
cos β(s1, ζ, t)dζ + yC(s1, t),
z(s1, s2, t) =
∫ s2
0
sin β(s1, ζ, t)dζ + zC(s1, t),
ω(s1, s2, t) =
∫ s2
0
(
∂y
∂ζ
(s1, ζ, t)z(s1, ζ, t)− y(s1, ζ, t)
∂z
∂ζ
(s1, ζ, t)
)
dζ + ωC(s1, t),
(III.18)
ou` yC(s1, t), zC(s1, t) et ωC(s1, t) sont les valeurs de y, z et ω au point C appartenant a` la courbe
section et origine des coordonne´es s2.
Les valeurs de yC , zC et ωC sont de´termine´es en ve´rifiant l’e´galite´ vectorielle ci-dessous :∫
S
GM˜ dS =
∫ a
−a
∫ h/2
−h/2
{GM + x3 a3} dx3 ds2 =
∫ a
−a
hGM ds2 = 0, (III.19)
ou` G est le barycentre de la section, M˜ un point quelconque de la section 2D et M sa projection
sur la courbe section. a3(s1, s2, t) est donc la normale au feuillet moyen de la coque en M , x3
la coordonne´e du point M˜ dans l’e´paisseur de la coque, c’est-a`-dire suivant a3(s1, s2, t), et h
l’e´paisseur de la coque.
En utilisant l’expression de GM(s1, s2, t) donne´e en III.5 et en tenant compte du fait que
cette e´galite´ doit eˆtre ve´rifie´e quelle que soit la valeur de krt (s1, t), la relation III.19 conduit a` :∫ a
−a
ω ds2 =
∫ a
−a
y ds2 =
∫ a
−a
z ds2 = 0. (III.20)
On en de´duit alors les expressions de yC(s1, t), zC(s1, t) et ωC(s1, t) :
yC(s1, t) = −
1
2 a
∫ a
−a
∫ s2
0
cos β(s1, ζ, t)dζ ds2,
zC(s1, t) = −
1
2 a
∫ a
−a
∫ s2
0
sin β(s1, ζ, t)dζ ds2,
ωC(s1, t) = −
1
2 a
∫ a
−a
∫ s2
0
(
∂y
∂ζ
(s1, ζ, t)z(s1, ζ, t)− y(s1, ζ, t)
∂z
∂ζ
(s1, ζ, t)
)
dζ ds2.
(III.21)
Remarque : Cette approche est e´quivalente a` poser directement
∫
C hω ds2 = 0 comme cela est
fait dans la the´orie de Vlassov (cf. Chapitre II §II.2.2).
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III.1.2 Mode`le de me`tre ruban
Un choix quelconque des fonctions de forme Nm(s2) intervenant dans l’e´quation III.17 conduit,
en ge´ne´ral, a` une impossibilite´ d’inte´grer analytiquement les expressions III.18. Cependant, si
β(s1, s2, t) est choisi line´aire par morceaux, une inte´gration analytique est possible. Dans ce
cas, la me´thode utilise´e revient a` discre´tiser la courbe section en un nombre n d’e´le´ments finis
ayant une interpolation line´aire de l’angle β(s1, s2, t). C’est l’approche qui a e´te´ retenue pour la
mode´lisation des me`tres rubans, qui ne sont qu’un cas particulier de la ge´ome´trie pre´sente´e a` la
Figure III.1.
G
M
y
x
Courbe section déformée
G
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z M' βe
R
Figure III.2: Description de la cine´matique d’un ruban
Choisir une interpolation line´aire de l’angle β(s1, s2, t) en fonction de s2 revient a` supposer que
la projection de la courbe section dans le plan (G,er2,e
r
3) est circulaire par morceaux. Dans le
cas des me`tres rubans dont la section est initialement circulaire il semble raisonnable, dans un
premier temps et dans un soucis de simplicite´, de faire l’hypothe`se suivante :
(v) la projection dans le plan (G,er2,e
r
3) de la courbe section reste circulaire mais son rayon
de courbure varie au cours du temps.
L’angle β(s1, s2, t) est alors une fonction line´aire en s2 ou` le parame`tre cine´matique β
e(s1, t)
correspond a` l’angle β pris a` l’extre´mite´ de la section, c’est-a`-dire en s2 = a :
β(s1, s2, t) = β
e(s1, t)
s2
a
, (III.22)
Il devient alors possible d’inte´grer analytiquement les expressions III.18 et III.21, ce qui conduit
aux expressions suivantes des coordonne´es locales y(s1, s2, t) et z(s1, s2, t) ainsi que de la fonction
de gauchissement ω(s1, s2, t) :
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y =
a
βe
sin
(
βe
s2
a
)
,
z =
a
βe
[
sin βe
βe
− cos
(
βe
s2
a
)]
,
ω =
a
βe
[
a
βe
sin βe
βe
sin
(
βe
s2
a
)
− s2
]
.
(III.23)
Remarque : L’hypothe`se (v) est principalement valable pour les sections circulaires pre´sentant
un profil plutoˆt ouvert, cas dans lequel il semble raisonnable de supposer que la flexion transverse
de la section est suffisamment uniforme pour permettre a` celle-ci de conserver sa forme circulaire.
Dans le cas des sections pre´sentant un profil plutoˆt ferme´, il sera sans doute moins e´nerge´tique
pour la section de s’aplatir de manie`re globale que de s’ouvrir en conservant un rayon de courbure
constant (comme illustre´ a` la Figure III.3).
Figure III.3: Sce´nario probable d’applatissement d’une section ferme´e
III.1.3 Mode`le de me`tre ruban faiblement courbe´
Lorsque le me`tre ruban conside´re´ est faiblement courbe´, il est possible de simplifier encore
les expressions ci-dessus en ne gardant que les termes de premier ordre en βe(s1, t) dans les
de´veloppements limite´s de y(s1, s2, t), z(s1, s2, t) et ω(s1, s2, t) :
y =
a
βe
[
βe
s2
a
+
1
3!
(
βe
s2
a
)3
+ ...
]
≈ s2,
z =
a
βe
[
1
βe
(
βe −
(βe)3
3!
+ ...
)
− 1 +
1
2!
(
βe
s2
a
)2
+ ...
]
≈ βe
(
s22
2 a
−
a
6
)
, (III.24)
ω =
a
βe
[
a
(βe)2
(
βe −
(βe)3
3!
+ ...
)(
βe
s2
a
+
1
3!
(
βe
s2
a
)3
+ ...
)
− s2
]
≈ −
βe
6
(
a s2 +
s32
a
)
.
III.2 E´nergie de de´formation
La seconde e´tape dans l’e´criture du mode`le correspond au calcul de l’e´nergie de de´formation
e´lastique Ue(t). Pour cela on utilisera l’expression simplifie´e suivante, de´rive´e de la the´orie des
coques minces, qui tient compte des de´finitions et simplifications introduites dans la suite de ce
paragraphe :
Ue =
1
2
∫ L
0
∫ a
−a
(eαβ Nαβ + kαβMαβ)ds2 ds1
(2), (III.25)
avec eαβ(s1, s2, t) et kαβ(s1, s2, t) les de´formations de membrane de Green-Lagrange et les cour-
bures de flexion du feuillet moyen, et Nαβ(s1, s2, t) etMαβ(s1, s2, t) les contraintes de membrane
de Piola-Kirchhoff et les moments de flexion e´nerge´tiquement conjugue´s aux de´formations.
(2). On utilise dans ce me´moire la convention de sommation d’Einstein pour laquelle les indices grecs varient
de 1 a` 2 et les indices latins de 1 a` 3, sauf indication contraire.
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Les de´formations de membrane eαβ(s1, s2, t) du feuillet moyen, obtenues a` partir du tenseur de
Green-Lagrange, sont e´gales a` :
eαβ =
1
2
(aα · aβ − a0α · a0β) . (III.26)
Les de´formations de flexion du feuillet moyen sont, quant a` elles, de´finies comme la diffe´rence
du tenseur des courbures initiales et du tenseur des courbures courantes :
kαβ = bαβ − b0αβ avec bαβ = a3 · aα,β. (III.27)
Les expressions ci-dessus nous conduisent a` introduire la base naturelle (a1,a2,a3) associe´e au
parame´trage (s1, s2) du feuillet moyen, telle que :
aα = OM,α = a
r
α + a
s
α avec a
r
α = OG,α et a
s
α = GM,α,
et a3 =
1
j
(a1 ∧ a2) ,
(III.28)
ou` j(s1, s2, t) = ‖a1 ∧ a2‖ est le Jacobien de la surface moyenne de la coque.
III.2.1 Mode`le ge´ne´ral
Les vecteurs a1(s1, s2, t) et a2(s1, s2, t) de´finissent le plan tangent au feuillet moyen en M et
peuvent eˆtre de´compose´s en deux parties : une composante lie´e a` la ligne de re´fe´rence (exposant
r) et une composante lie´e a` la courbe section (exposant s). Le vecteur unitaire a3(s1, s2, t)
est, quant a` lui, normal au feuillet moyen et oriente´ de sorte a` ce que la base (a1,a2,a3) soit
directe. La cine´matique choisie au §III.1.1 conduit aux expressions suivantes des vecteurs de la
base naturelle dans la configuration initiale :
ar01 = e1,
as01 = 0,
ar02 = 0,
as02 = t0 = y0,2 e2 + z0,2 e3,
a03 = n0 = −z0,2 e2 + y0,2 e3,
(III.29)
et dans la configuration de´forme´e :
ar1 = j
r er1 = (1 + u1,1)e1 + u2,1 e2 + u3,1 e3,
as1 = (x,1 − y k
r
3 + z k
r
2) e
r
1 + (y,1 + x k
r
3 − z k
r
t ) e
r
2 + (z,1 − x k
r
2 + y k
r
t ) e
r
3,
ar2 = 0,
as2 = x,2 e
r
1 + t = x,2 e
r
1 + y,2 e
r
2 + z,2 e
r
3,
a3 =
1
j
{[
z,2 (y,1 + x k
r
3 − z k
r
t )− y,2 (z,1 − x k
r
2 + y k
r
t )
]
er1
+
[
x,2 (z,1 − x k
r
2 + y k
r
t )− z,2 (j
r + x,1 − y k
r
3 + z k
r
2)
]
er2
+ [y,2 (j
r + x,1 − y k
r
3 + z k
r
2)− x,2 (y,1 + x k
r
3 − z k
r
t )] e
r
3
}
.
(III.30)
t0(s2) et n0(s2) sont respectivement la tangente et la normale en M0 a` la courbe section dans
la configuration initiale, tandis que t(s1, s2, t) est la tangente en M
′ a` la projection de la courbe
section dans le plan (G,er2,e
r
3) oriente´e dans le sens des s2 croissants.
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III.2.1.a Hypothe`se de structure e´lance´e
La coque e´tant assimilable a` une poutre a` section mince (longueur ≥ 10×largeur) on souhaite
faire l’hypothe`se suivante, classique en the´orie des poutres, sur les composantes du tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff :
S12 = S22 = 0.
Dans le cas d’un mode`le de coque, cela revient a` supposer que :
(vi) seule la contrainte uniaxiale de membraneN11(s1, s2, t) participe a` l’e´nergie de de´formation
de membrane,
ce qui ce traduit par :
N12 = N22 = 0. (III.31)
Dans la suite de ce me´moire, on conside`re de plus une coque mince e´lastique et orthotrope sans
couplage entre les comportements en membrane et en flexion. La loi de comportement s’e´crit
alors de la manie`re suivante :
N11 = Ae11,
M11 = D11 k11 +D12 k22,
M22 = D22 k22 +D12 k11,
M12 = 2D33 k12,
(III.32)
ou` A, D11, D22, D33 et D12 sont les constantes d’e´lasticite´ de la coque. Dans le cas d’une coque
d’e´paisseur h constante, constitue´e d’un mate´riau isotrope de module d’Young E et de coefficient
de Poisson ν, ces constantes d’e´lasticite´ valent :
A = E h, D11 = D22 =
E h3
12 (1− ν2)
, D12 = ν D11 et D33 =
E h3
24 (1 + ν)
. (III.33)
L’e´nergie de de´formation est donc e´gale a` :
Ue =
1
2
∫ L
0
∫ a
−a
(
Ae211 +D11 k
2
11 + 2D12 k11 k22 +D22 k
2
22 + 4D33 k
2
12
)
ds2 ds1. (III.34)
Remarque : L’hypothe`se (vi), qui de´coule de la prise en compte de la ge´ome´trie e´lance´e des
coques e´tudie´es ici, permet de s’affranchir des phe´nome`nes de verrouillage nume´rique qui appa-
raissent lors de l’exploitation du mode`le discre´tise´. Dans le cas du mode`le de F. Guinot et al.
[60], la prise en compte du produit e12 N12 conduisait a` des solutions nume´riques insatisfaisantes
avec, notamment, une surestimation de la longueur de la zone de transition empeˆchant la lo-
calisation de la zone de pliage sur un me`tre ruban de dimensions classiques. Ces proble`mes de
verrouillage sont similaires a` ceux rencontre´s lors de la re´solution par calcul e´le´ments finis de mo-
de`les de poutres prenant en compte la de´formation de cisaillement ou bien lors de la simulation
de comportements quasi-incompressibles [21].
III.2.1.b Hypothe`se des petites de´formations de membrane
Les expressions III.26 et III.27 correspondent aux de´finitions des de´formations du feuillet moyen
lors de la prise en compte des grands de´placements, des grandes rotations et des grandes de´for-
mations. Dans le cas des coques minces (largeur ≥ 10×hauteur), les flambages locaux et globaux
pre´viennent l’apparition de grandes de´formations. Il est donc opportun d’introduire l’hypothe`se
des petites de´formations de membrane afin de simplifier le mode`le.
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L’hypothe`se des petites de´formations de membrane revient a` supposer que :
(vii) les variations de longueur et d’aire dans le plan de la coque sont petites,
ce qui se traduit par les relations suivantes :
‖a1‖ = 1 + ε1 avec |ε1| << 1,
‖a2‖ = 1 + ε2 avec |ε2| << 1.
(III.35)
Ces deux relations signifient respectivement que la longueur d’une fibre longitudinale et la lon-
gueur d’une fibre transversale du feuillet moyen de la coque varient peu. Elles impliquent que :
jr = 1 + εr avec |εr| << 1,
j = 1 + εs avec |εs| << 1,
|x,2| = ε
(1)
2 avec |ε
(1)
2 | << 1.
(III.36)
La premie`re relation de III.36 signifie que la variation de longueur de la ligne de re´fe´rence, qui
n’est pas force´ment une ligne mate´rielle de la coque, est petite puisque borne´e par les variations
de longueur minimale et maximale des fibres longitudinales mate´rielles. La seconde signifie que
l’aire du feuillet moyen varie peu et de´coule de l’ine´galite´ suivante :
j = ‖a1 ∧ a2‖ = ‖a1‖ × ‖a2‖ × |sin(a1,a2)| ≤ ‖a1‖ × ‖a2‖. (III.37)
Enfin, la troisie`me relation signifie que la variation de longueur de la courbe section due au
gauchissement est petite et re´sulte de la prise en compte de l’hypothe`se (iv) dans le calcul de
‖a2‖ :
‖a2‖
2 = x,2
2 + y,2
2 + z,2
2 = x,2
2 + 1 = (1 + ε2)
2 = 1 + ε
(1)
2 . (III.38)
La combinaison de III.35 et III.36 permet alors d’e´crire les ine´galite´s suivantes sur la base de
III.30 :
|x,1 − y k
r
3 + z k
r
2| = ε11 avec |ε11 | << 1,
|y,1 + x k
r
3 − z k
r
t | = ε12 avec |ε12 | << 1,
|z,1 − x k
r
2 + y k
r
t | = ε13 avec |ε13 | << 1,
(III.39)
et nous supposons de plus que :
(viii) toutes les contributions a` la de´formation d’extension e11 sont petites, inde´pendamment les
unes des autres.
Cette hypothe`se est plus forte que la seule hypothe`se (vii) des petites de´formations de membrane,
puisqu’on ne prend pas en compte la possible compensation de ces diffe´rentes contributions. Elle
se traduit par les relations suivantes :
|y krt | << 1 et |z k
r
t | << 1,
|x kr2| << 1 et |z k
r
2| << 1,
|x kr3| << 1 et |y k
r
3| << 1,
(III.40)
et
|x,1| << 1, |y,1| << 1, |z,1| << 1. (III.41)
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Les ine´galite´s III.40 signifient qu’en chaque point du feuillet moyen, la de´formation de membrane
qui apparaˆıt lors de la flexion ou de la torsion globale de la coque et qui est due au de´calage
entre le pointM et le barycentre G de la section courante est petite. Quant aux ine´galite´s III.41,
elles signifient que la variation de longueur des fibres longitudinales due a` l’e´volution de la forme
de la courbe section le long de la ligne de re´fe´rence est petite.
Les relations III.35 a` III.41 conduisent aux ordres de grandeurs suivants pour les composantes
des vecteurs de la base naturelle de la coque :
a1 = a
r
1 + a
s
1 = (1 + ε
r)er1 + ε
(1)
1 e
r
1 + ε
(2)
1 e
r
2 + ε
(3)
1 e
r
3,
a2 = x,2 e
r
1 + t = ε
(1)
2 e
r
1 + y,2 e
r
2 + z,2 e
r
3.
(III.42)
En tenant compte du fait que ar1(s1, t) et e
r
1(s1, t) sont coline´aires, on a :
a3 =
1
j
[ar1 ∧ t+ a
s
1 ∧ t+ a
s
1 ∧ x,2 e
r
1] . (III.43)
La norme du premier terme est de l’ordre de 1+ ε, celle du second terme de l’ordre de ε et celle
du troisie`me de l’ordre de ε2, avec ε << 1. On va donc ne´gliger ces deux derniers termes dans le
calcul de a3(s1, s2, t). Cette approximation conduit, en tenant compte de III.39, a` l’expression
suivante de a3(s1, s2, t) :
a3 ≈ n = −z,2 e
r
2 + y,2 e
r
3, (III.44)
ou` n(s1, s2, t) est la normale en M
′ a` la projection de la courbe section dans le plan (G,er2,e
r
3)
oriente´e de telle sorte que la base (er1, t,n) soit directe (cf. Figure III.1).
III.2.1.c Hypothe`se sur l’ordre de grandeur du gauchissement
La fonction de gauchissement ω(s1, s2, t) est aussi fre´quemment appele´e surface sectorielle [130],
car elle est e´gale au double de la surface de´limite´e par la courbe section et par les segments GC
et GM , comme illustre´ a` la Figure III.4.
On suppose ici que la ge´ome´trie de la section permet de ve´rifier les deux relations suivantes :
(ix) |ω| ≤ 2 a |y| et |ω| ≤ 2 a |z|,
ce qui revient a` supposer que la valeur de la surface sectorielle est majore´e par la valeur des aires
des rectangles de longueur 2 a et de largeur y ou z.
Cette hypothe`se implique que :
|
ω
y
kr2| ≤ 2 a |k
r
2 | et |
ω
z
kr3| ≤ 2 a |k
r
3|. (III.45)
Or :
y,2 = cos β ≤ 1 ⇒ ymax =
∫ a
−a
y,2 ds2 ≤ 1× [a− (−a)] = 2 a,
z,2 = sin β ≤ 1 ⇒ zmax =
∫ a
−a
z,2 ds2 ≤ 1× [a− (−a)] = 2 a.
(III.46)
En tenant compte de III.40, on a alors :
|
ω
y
kr2| ≤ zmax |k
r
2| << 1 et |
ω
z
kr3| ≤ ymax |k
r
3| << 1. (III.47)
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Figure III.4: Description de la cine´matique
Ce re´sultat, associe´ a` la relation III.14, permet d’e´crire les deux ine´galite´s suivantes :
|x kr2| = |
ω
y
kr2| × |y k
r
t | << |y k
r
t |,
|x kr3| = |
ω
z
kr3| × |z k
r
t | << |z k
r
t |,
(III.48)
et de simplifier l’expression de a1(s1, s2, t) qui devient finalement :
a1 ≈ (j
r + x,1 − y k
r
3 + z k
r
2) e
r
1 + (y,1 − z k
r
t )e
r
2 + (z,1 + y k
r
t ) e
r
3. (III.49)
Remarque : On peut montrer que l’hypothe`se (ix) est automatiquement ve´rifie´e si β ∈ [0;pi]
pour y ≥ 0 et si β ∈ [pi; 2pi] pour y ≤ 0, mais ces conditions sont assez restrictives.
III.2.1.d Mesure des de´formations
En re´sume´, les expressions simplifie´es des vecteurs de la base naturelle de la coque qui vont eˆtre
utilise´es pour le calcul des de´formations du feuillet moyen sont :
a1 ≈ (j
r + x,1 − y k
r
3 + z k
r
2) e
r
1 + (y,1 − z k
r
t )e
r
2 + (z,1 + y k
r
t ) e
r
3,
a2 = x,2 e
r
1 + t = x,2 e
r
1 + y,2 e
r
2 + z,2 e
r
3,
a3 ≈ n.
(III.50)
Leurs de´rive´es sont donc e´gales a` :
a1,1 ≈
[
jr,1 + x,11 + k
r
2 (2 z,1 + y k
r
t )− k
r
3 (2 y,1 − z k
r
t ) + z k
r
2,1 − y k
r
3,1
]
er1
+
[
y,11 + k
r
3 (j
r + x,1 − y k
r
3 + z k
r
2)− 2 z,1 k
r
t − z k
r
t,1 − y (k
r
t )
2 + x krt k
r
2
]
er2
+
[
z,11 − k
r
2 (j
r + x,1 − y k
r
3 + z k
r
2) + 2 y,1 k
r
t + y k
r
t,1 − z (k
r
t )
2 + x krt k
r
3
]
er3,
a1,2 ≈ (x,12 − y,2 k
r
3 + z,2 k
r
2) e
r
1 + (y,12 − z,2 k
r
t ) e
r
2 + (z,12 + y,2 k
r
t )e
r
3,
a2,1 = 0,
a2,2 = x,22 e
r
1 + y,22 e
r
2 + z,22 e
r
3.
(III.51)
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Et on obtient les expressions suivantes pour les de´formations :
e11 ≈
1
2
[
(jr)2 − 1
]
+ x,1
(
jr +
1
2
x,1 − y k
r
3 + z k
r
2
)
− y kr3
(
jr −
1
2
y kr3 + z k
r
2
)
+ z kr2
(
jr +
1
2
z kr2
)
+
1
2
(
y2,1 + z
2
,1
)
+ (y z,1 − z y,1) k
r
t +
1
2
(
y2 + z2
)
(krt )
2,
k11 ≈ y,2 z,11 − z,2 y,11 − y,2 k
r
2 (j
r + x,1 − y k
r
3 + z k
r
2)− z,2 k
r
3 (j
r + x,1 − y k
r
3 + z k
r
2)
− (y,2 z − z,2 y) (k
r
t )
2 + 2 (y,1 y,2 + z,1 z,2) k
r
t + (y y,2 + z z,2) k
r
t,1 + (y,2 k
r
3 − z,2 k
r
2) x k
r
t ,
k12 ≈ (y,2 z,12 − z,2 y,12) +
(
y2,2 + z
2
,2
)
krt ,
k22 ≈ (y,2 z,22 − z,2 y,22)− (y0,2 z0,22 − z0,2 y0,22) .
(III.52)
En prenant en compte les relations III.14, III.15, III.36, III.40 et III.41, ces expressions peuvent
eˆtre simplifie´es et les de´formations du feuillet moyen sont finalement e´gales a` :
e11 ≈ e
r − y kr3 + z k
r
2 +
1
2
(
y2 + z2
)
(krt )
2 + ω krt,1+ e
s + (y z,1 − z y,1) k
r
t + ω,1 k
r
t ,
k11 ≈ − y,2 k
r
2 − z,2 k
r
3 + (y y,2 + z z,2) k
r
t,1 − ω,2 (k
r
t )
2 + ω (y,2 k
r
3 − z,2 k
r
2) (k
r
t )
2
+ ks11 + 2 (y,1 y,2 + z,1 z,2) k
r
t ,
k12 ≈ k
r
t + k
s
12,
k22 ≈ k
s
22,
(III.53)
avec ks11 = y,2 z,11 − z,2 y,11, k
s
12 = β,1, k
s
22 = β,2 − β0,2,
er =
1
2
[
(jr)2 − 1
]
= u1,1 +
1
2
(
u21,1 + u
2
2,1 + u
2
3,1
)
et es =
1
2
(
y2,1 + z
2
,1
)
,
(III.54)
ou` les termes avec un exposant r sont les de´formations de la ligne de re´fe´rence tandis que les
termes avec un exposant s sont des de´formations relatives a` la cine´matique locale de coque.
Les termes en bleu sont des de´formations relatives au comportement classique d’une poutre
a` section rigide en grands de´placements et en grandes rotations. Ils font uniquement intervenir
la de´formation d’extension er et les courbures de torsion krt et de flexion k
r
2 et k
r
3 de la ligne de
re´fe´rence. Les termes en vert de´coulent, quant a` eux, de la prise en compte du gauchissement de
torsion et font intervenir la fonction de gauchissement ω.
Enfin, les termes en rouge sont lie´s a` la de´formation de la section dans son plan et font in-
tervenir les de´rive´es des coordonne´es locales x, y et z selon s1. Les de´formations e
s et ksαβ
de´pendent uniquement de la variation de l’angle β et traduisent donc la seule e´volution de la
forme de la section le long de la ligne de re´fe´rence, tandis que les termes restants traduisent le
couplage entre la torsion globale de poutre (par la pre´sence de la courbure de torsion krt ) et la
de´formation de la section dans son plan.
On peut remarquer que les de´formations de flexion k11 et k12 sont toutes deux compose´es res-
pectivement d’une courbure globale de poutre et d’une courbure locale due a` la variation de
forme de la section. La de´formation k22 est la seule a` ne pas eˆtre influence´e par le comportement
global de poutre.
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III.2.1.e E´nergie de de´formation
En injectant les expressions III.53 dans l’expression de l’e´nergie de de´formation III.34, on obtient
l’expression de la densite´ line´ique de l’e´nergie de de´formation ue(s1, t) du mode`le ge´ne´ral qui
peut eˆtre de´compose´e de la manie`re suivante :
Ue(t) =
∫ L
0
ue ds1 =
∫ L
0
(ure + u
s
e + u
rs
e )ds1. (III.55)
ure(s1, t) repre´sente la densite´ line´ique de l’e´nergie de de´formation d’une poutre de type Vlassov,
c’est-a`-dire dont la section est uniquement de´formable par gauchissement de torsion. En tenant
compte du fait que l’origine des coordonne´es locales x, y et z est le barycentre de la section (ce
qui conduit a` la relation III.20) son expression est :
ure =
1
2
{
2 aA (er)2 + 8 aD33 (k
r
t )
2 +
[
Az2 +D11(y,2)2
]
(kr2)
2 +
[
Ay2 +D11(z,2)2
]
(kr3)
2
+
[
Aω2 +D11
(
y2(y,2)2 + 2 y z y,2 z,2 + z2(z,2)2
)] (
krt,1
)2
+ 2
[
D11 y,2 z,2 −Ay z
]
kr2 k
r
3 + 2
[
Aω z −D11
(
y(y,2)2 + z y,2 z,2
)]
kr2 k
r
t,1
− 2
[
Aω y +D11
(
y y,2 z,2 + z(z,2)2
)]
kr3 k
r
t,1
+A
(
y2 + z2
)
(krt )
2 er +
[
Aω (y2 + z2)− 2D11 (y ω,2 y,2 + z ω,2 z,2)
]
(krt )
2 krt,1
+
[
Az (y2 + z2) + 2D11 ω,2 y,2
]
(krt )
2 kr2 +
[
Ay (y2 + z2) + 2D11 ω,2 z,2
]
(krt )
2 kr3
+
[
1
4
A (y2 + z2)2 +D11 (ω,2)2
]
(krt )
4
+ 2D11 ω ω,2 z,2 (k
r
t )
3 kr2 − 2D11 ω ω,2 y,2 (k
r
t )
3 kr3
+ 2D11 ω y,2 z,2 (k
r
t )
2
[
(kr2)
2 − (kr3)
2
]
+ 2D11
(
ω z2,2 − ω y
2
,2
)
(krt )
2 kr2 k
r
3
− 2D11
(
ω z z2,2 + ω y y,2 z,2
)
(krt )
2 kr2 k
r
t,1 + 2D11
(
ω y y2,2 + ω z y,2 z,2
)
(krt )
2 kr3 k
r
t,1
− 2D11 ω2 y,2 z,2 (k
r
t )
4 kr2 k
r
3 +D11 ω
2 z2,2 (k
r
t )
4 (kr2)
2 +D11 ω2 y2,2 (k
r
t )
4 (kr3)
2
}
,
(III.56)
ou` la notation surligne´e repre´sente une inte´gration suivant s2 : X(s1, t) =
∫ a
−a
X(s1, s2, t)ds2.
Le premier terme 2 aA(er)2 correspond a` l’e´nergie de tension, il est proportionnel a` la raideur
de tension axiale 2 aA e´gale au module d’Young E multiplie´ par l’aire de la section S = 2 ah.
Dans les troisie`me et quatrie`me termes, on retrouve la contribution classique aux rigidite´s en
flexion des moments quadratiques d’inertie z2 et y2 a` laquelle s’ajoute une contribution lie´e a` la
flexion locale pouvant apparaˆıtre dans la section, qui se traduit par les termes D11 y2,2 et D11 z
2
,2.
Le second terme en (krt )
2 et celui en (krt )
4 sont lie´s a` la prise en compte de la torsion et on
peut remarquer que le terme en (krt )
2 est proportionnel a` la raideur en torsion classique d’une
poutre a` profil mince puisque 8 aD33 = GJ avec J = 2 ah
3/3. Le cinquie`me terme Aω2(krt,1)
2
correspond a` la contribution du gauchissement a` l’e´nergie de de´formation de la poutre, tandis
que les termes en kr2 k
r
t,1 et k
r
3 k
r
t,1 traduisent les diffe´rents couplages entre la flexion, la torsion et
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le gauchissement. Les autres termes illustrent les diffe´rents couplages entre les comportements
e´le´mentaires de poutre.
use(s1, t) correspond a` la densite´ line´ique de l’e´nergie de de´formation induite uniquement par
la de´formation de la section dans son plan. Elle est donne´e par l’expression ci-dessous :
use =
1
2
{
A(es)2 +D11(k
s
11)
2 + 4D33(k
s
12)
2 +D22(k
s
22)
2 + 2D12k
s
11 k
s
22
}
. (III.57)
Dans ce mode`le, la variation de forme de la section peut donc eˆtre totalement de´couple´e du
comportement global de poutre (er = krt = k
r
2 = k
r
3 = 0). Cela se traduit par une e´nergie de
de´formation dans laquelle apparaissent uniquement la de´formation locale de membrane es ainsi
que les courbures de flexion locales ksαβ, ces quatre termes ne de´pendant que de la variable β.
Quant a` urse (s1, t), il s’agit de la densite´ line´ique de l’e´nergie de de´formation issue du couplage
entre la cine´matique globale de poutre et la cine´matique locale de coque. Elle est e´gale a` :
urse = Ae
s er +
[
A (ω,1 es + y z,1 es − z y,1 es) + 2D11
(
y,1 y,2 k
s
11 + z,1 z,2 k
s
11
)
+ 2D12
(
y,1 y,2 ks22 + z,1 z,2 k
s
22
)
+ 4D33 ks12
]
krt
+
[
Az es −D11 y,2 ks11 −D12 y,2 k
s
22
]
kr2 −
[
Ay es +D11 z,2 ks11 +D12 z,2 k
s
22
]
kr3
+
[
Aw es +D11
(
y y,2 ks11 + z z,2 k
s
11
)
+D12
(
y y,2 ks22 + z z,2 k
s
22
)]
krt,1
+
[
1
2
A
(
(y2 + z2) es + (ω,1)2 + y2(z,1)2 − 2 y z y,1 z,1 + z2(y,1)2 + 2 y ω,1 z,1 − 2 z ω,1 y,1
)
+D11
(
2 (y,1)2(y,2)2 + 4 y,1 z,1 y,2 z,2 + 2 (z,1)2(z,2)2 − ω,2 k
s
11
)
−D12 ω,2 k
s
22
]
(krt )
2
+
[
A
(
z ω,1 + y z z,1 − z2 y,1
)
− 2D11
(
y,1(y,2)2 + z,1 y,2 z,2
)]
krt k
r
2
−
[
A
(
y ω,1 − y z y,1 + y2 z,1
)
+ 2D11
(
z,1(z,2)2 + y,1 y,2 z,2
)]
krt k
r
3
+A
[
ω,1 + y z,1 − z y,1
]
er krt +
[
A (ω ω,1 + ω y z,1 − ω z y,1)
+ 2D11
(
y y,1(y,2)2 + y z,1 y,2 z,2 + z y,1 y,2 z,2 + z z,1(z,2)2
) ]
krt k
r
t,1
−
(
Aω ω,1 z,1 +D11 ω z,2 ks11 +D12 ω z,2 k
s
22
)
(krt )
2 kr2
+
(
Aω ω,1 y,1 +D11 ω y,2 ks11 +D12 ω y,2 k
s
22
)
(krt )
2 kr3
+
[
1
2
A
(
(y2 + z2)ω,1 + y3 z,1 − y2 z y,1 + y z2 z,1 − z3 y,1
)
− 2D11 (y,1 ω,2 y,2 + z,1 ω,2 z,2)
]
(krt )
3
−
[
Aω y ω,1 + 2D11
(
ω z,1 z
2
,2 + ω y,1 y,2 z,2
)]
(krt )
3 kr2
−
[
Aω z ω,1 − 2D11
(
ω y,1 y
2
,2 + ω z,1 y,2 z,2
)]
(krt )
3 kr3
+
1
2
Aω2(ω,1)2 (k
r
t )
3
[
(kr2)
2 + (kr3)
2
]
.
(III.58)
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Ce couplage apparaˆıt a` travers les termes (e11)
2, (k11)
2 et k11 k22 pre´sents dans l’expression
the´orique de l’e´nergie de de´formation III.34. En effet, certains termes de la de´formation d’exten-
sion e11 et de la courbure de coque k11 viennent du comportement global de poutre tandis que
d’autres sont lie´s a` la cine´matique de la section. Contrairement aux termes ure(s1, t) et u
s
e(s1, t)
qui sont toujours positifs, le terme urse (s1, t) peut prendre des valeurs ne´gatives.
III.2.2 Mode`le de me`tre ruban
Dans le cas du mode`le de me`tre ruban, certaines inte´grales s’annulent car l’axe Ger3 est un
axe de syme´trie de la courbe section (cf. §III.1.2). On obtient alors les expressions ci-dessous
pour les trois composantes de la densite´ line´ique de l’e´nergie de de´formation, ou` les expressions
analytiques des inte´grales par rapport a` s2 sont donne´es en Annexe 2.
ure =
1
2
{
2 aA (er)2 + 8 aD33 (k
r
t )
2 +
[
Az2 +D11(y,2)2
]
(kr2)
2 +
[
Ay2 +D11(z,2)2
]
(kr3)
2
+
[
Aω2 +D11
(
y2(y,2)2 + 2 y z y,2 z,2 + z2(z,2)2
)] (
krt,1
)2
− 2
[
Aω y +D11
(
y y,2 z,2 + z(z,2)2
)]
kr3 k
r
t,1
+A
(
y2 + z2
)
(krt )
2 er +
[
Az (y2 + z2) + 2D11 ω,2 y,2
]
(krt )
2 kr2
+
[
1
4
A(y2 + z2)2 +D11(ω,2)2
]
(krt )
4 + 2D11 ω ω,2 z,2 (k
r
t )
3 kr2
+ 2D11 ω y,2 z,2 (k
r
t )
2
[
(kr2)
2 − (kr3)
2
]
+ 2D11
(
ω y y2,2 + ω z y,2 z,2
)
(krt )
2 kr3 k
r
t,1
+D11 ω2 z2,2 (k
r
t )
4 (kr2)
2 +D11 ω2 y2,2 (k
r
t )
4 (kr3)
2
}
,
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use =
1
2
{
A (es)2 +D11 (k
s
11)
2 + 4D33 (k
s
12)
2 +D22 (k
s
22)
2 + 2D12 k
s
11 k
s
22
}
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urse = Ae
s er +
[
Az es −D11 y,2 ks11 −D12 y,2 k
s
22
]
kr2
+
[
1
2
A
(
(y2 + z2) es + (ω,1)2 + y2(z,1)2 − 2 y z y,1 z,1 + z2(y,1)2 + 2 y ω,1 z,1 − 2 z ω,1 y,1
)
+D11
(
2(y,1)2(y,2)2 + 4 y,1 z,1 y,2 z,2 + 2(z,1)2(z,2)2 − ω,2 k
s
11
)
−D12 ω,2 k
s
22
]
(krt )
2
− 2D11 z,1 y,2 z,2 k
r
t k
r
2 −
[
A
(
y ω,1 − y z y,1 + y2 z,1
)
+ 2D11 z,1(z,2)2
]
krt k
r
3
+
[
A (ω ω,1 + ω y z,1 − ω z y,1)
+ 2D11
(
y y,1(y,2)2 + y z,1 y,2 z,2 + z y,1 y,2 z,2 + z z,1(z,2)2
) ]
krt k
r
t,1
−
(
Aω ω,1 z,1 +D11 ω z,2 ks11 +D12 ω z,2 k
s
22
)
(krt )
2 kr2
−
[
Aω z ω,1 − 2D11
(
ω y,1 y
2
,2 + ω z,1 y,2 z,2
)]
(krt )
3 kr3.
(III.61)
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III.2.3 Mode`le de me`tre ruban faiblement courbe´
Dans le cas particulier du mode`le de me`tre ruban faiblement courbe´, la coordonne´e locale y
ne de´pend plus que de s2 (cf. §III.1.3), ce qui ame`ne un certain nombre de simplifications
supple´mentaires. Les expressions de ure(s1, t), u
s
e(s1, t) et u
rs
e (s1, t) obtenues sont pre´sente´es ci-
dessous et les expressions analytiques des inte´grales sont donne´es en Annexe 3.
ure =
1
2
{
2 aA (er)2 + 8 aD33 (k
r
t )
2 +
[
Az2 +D11(y,2)2
]
(kr2)
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Ay2 +D11(z,2)2
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Aω2 +D11
(
y2(y,2)2 + 2 y z y,2 z,2 + z2(z,2)2
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2 kr2
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1
4
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r
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3 kr2
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(kr2)
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(krt )
2 kr3 k
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r
t )
4 (kr2)
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use =
1
2
{
A (es)2 +D11 (ks11)
2 + 4D33 (ks12)
2 +D22 (ks22)
2
}
, (III.63)
urse = Ae
s er +
[
Az es −D12 y,2 ks22
]
kr2
+
[
1
2
A
(
(y2 + z2) es + (ω,1)2 + y2(z,1)2 + 2 y ω,1 z,1
)
+D11
(
2(z,1)2(z,2)2 − ω,2 ks11
)
−D12 ω,2 ks22
]
(krt )
2
−
[
A
(
y ω,1 + y2 z,1
)
+ 2D11 z,1(z,2)2
]
krt k
r
3
+
[
A (ω ω,1 + ω y z,1) + 2D11
(
y z,1 y,2 z,2 + z z,1(z,2)2
)]
krt k
r
t,1
−
(
Aω ω,1 z,1 +D11 ω z,2 ks11 +D12 ω z,2 k
s
22
)
(krt )
2 kr2
− (Aω z ω,1 − 2D11 ω z,1 y,2 z,2) (k
r
t )
3 kr3.
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III.3 E´nergie cine´tique
L’e´nergie cine´tique Uk(s1, s2, t) du mode`le est calcule´e a` partir de l’expression habituelle de
l’e´nergie cine´tique d’une coque :
Uk =
1
2
∫ L
0
∫ a
−a
j ρs
(
˙OM
)2
ds2 ds1
(3), (III.65)
ou` ρs(s1, s2) est la masse surfacique initiale de la coque et j(s1, s2, t) le Jacobien de la surface.
(3). La notation X˙ de´signe la de´rive´e partielle par rapport au temps de la grandeur X.
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L’hypothe`se (vii) des petites de´formations de membrane permet de ne´gliger la variation de
j(s1, s2, t), c’est-a`-dire de l’aire du feuillet moyen. De plus, on conside`re que l’inertie due a` la
de´formation de la section par gauchissement est ne´gligeable devant l’inertie due a` son mouve-
ment de corps rigide et a` son aplatissement. On ignore alors le terme xer1 dans l’expression de
OM(s1, s2, t) pour le calcul de l’e´nergie cine´tique.
III.3.1 Mode`le ge´ne´ral
L’expression de la densite´ line´ique de l’e´nergie cine´tique uk(s1, t) obtenue dans le cas ge´ne´ral
peut eˆtre de´compose´e en trois parties, de la meˆme manie`re que pour l’e´nergie de de´formation :
Uk(t) =
∫ L
0
uk ds1 =
∫ L
0
(urk + u
s
k + u
rs
k )ds1, (III.66)
avec (en tenant compte de III.20) :
urk =
1
2
ρs
{
2 a
(
u˙21 + u˙
2
2 + u˙
2
3
)
+ y2 e˙r2
2
+ z2 e˙r3
2
}
,
usk =
1
2
ρs
{
y˙2 + z˙2
}
,
ursk = ρs
(
z y˙ − y z˙
) (
er2 · e˙
r
3
)
.
(III.67)
Le terme urk(s1, t) repre´sente la densite´ line´ique de l’e´nergie cine´tique classique d’une poutre,
due a` la translation et a` la rotation de corps rigide de la section. Le terme usk(s1, t) correspond
a` l’e´nergie uniquement apporte´e par la de´formation de la section dans son plan. Et le terme
ursk (s1, t) correspond au couplage entre les comportements global de poutre et local de coque.
III.3.2 Mode`le de me`tre ruban
Dans le cas du mode`le de me`tre ruban, certaines inte´grales s’annulent du fait que l’axe Ger3 soit
un axe de syme´trie de la courbe section. On obtient alors les expressions suivantes pour urk(s1, t),
usk(s1, t) et u
rs
k (s1, t) ou` les expressions analytiques des termes inte´gre´s selon s2 sont donne´es en
Annexe 2.
urk =
1
2
ρs
{
2 a
(
u˙21 + u˙
2
2 + u˙
2
3
)
+ y2 e˙r2
2
+ z2 e˙r3
2
}
,
usk =
1
2
ρs
{
y˙2 + z˙2
}
,
ursk = 0.
(III.68)
III.3.3 Mode`le de me`tre ruban faiblement courbe´
Dans le cas du mode`le de me`tre ruban faiblement courbe´, le fait que y ne de´pende que de s2
conduit a` des simplifications supple´mentaires. Et on obtient finalement les expressions ci-dessous
ou` les expressions analytiques des termes inte´gre´s selon s2 sont donne´es en Annexe 3.
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urk =
1
2
ρs
{
2 a
(
u˙21 + u˙
2
2 + u˙
2
3
)
+ y2 e˙r2
2
+ z2 e˙r3
2
}
,
usk =
1
2
ρs z˙2,
ursk = 0.
(III.69)
III.4 Conditions aux limites
L’analyse de l’e´nergie de de´formation nous ame`ne a` imposer des conditions aux limites cine´ma-
tiques sur les grandeurs suivantes :
– les composantes u1, u2 et u3 du champ de de´placement du barycentre de la section ;
– les composantes q0, q1, q2 et q3 du quaternion unitaire q associe´ a` la rotation de corps
rigide de la section ;
– la courbure de torsion krt controˆlant le gauchissement de la courbe section ;
– les p coordonne´es ge´ne´ralise´es βm de´crivant la courbe section ;
– et les de´rive´es premie`res βm,1 des coordonne´es ge´ne´ralise´es.
Ou bien des conditions aux limites sthe´niques sur les grandeurs venant en dualite´ de ces para-
me`tres cine´matiques, a` savoir :
– les forces ponctuelles Fi duales des ui ;
– les moments ge´ne´ralise´s ponctuels M0 et Mi duaux de q0 et des qi.
– le bimoment B de Vlassov dual de krt ;
– les p moments d’ouverture ponctuels Mβm duaux des βm ;
– et les p « bimoments » transverses ponctuels Bβm duaux des βm,1 et homoge`nes au bimo-
ment de Vlassov.
Le sens physique de ces conditions aux limites s’illustre facilement en prenant l’exemple d’un
encastrement parfait. En effet, pour de´finir une telle condition aux limites avec la cine´matique
de´finie pre´ce´demment, il faut :
– empeˆcher la de´formation de la section 2D hors de son plan c’est-a`-dire bloquer le gau-
chissement de la courbe section (krt = 0) ainsi qu’imposer a` toutes les fibres de la section
2D normales au feuillet moyen d’eˆtre paralle`les au plan (er2,e
r
3) (ce qui se traduit par la
condition βm,1 = 0 et revient a` imposer la rotation locale de ces fibres autour de a2) ;
– empeˆcher la de´formation de la section 2D dans son plan c’est-a`-dire imposer son angle
d’ouverture (βe = βe0) ;
– empeˆcher la rotation du plan de la section (q0 = 1 et q1 = q2 = q3 = 0) ;
– et empeˆcher sa translation (u1 = u2 = u3 = 0).
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III.5 E´nergie des efforts exte´rieurs
Le travail des efforts exte´rieurs prend en compte les efforts ge´ne´ralise´s ponctuels pouvant eˆtre
applique´s comme conditions aux limites en s1 = 0 ou en s1 = L (cf. §III.4), ainsi que les efforts
ge´ne´ralise´s line´iques pouvant eˆtre applique´s le long de la ligne de re´fe´rence qui sont :
– les forces line´iques fi ;
– les moments ge´ne´ralise´s line´iques m0 et mi ;
– le bimoment de Vlassov line´ique b ;
– les moments d’ouverture line´iques mβm ;
– et les « bimoments » transverses line´iques bβm homoge`nes au bimoment de Vlassov.
Le travail des efforts exte´rieurs est donc e´gal a` :
Wext =
∫ L
0
wext ds1 +W
0/L
ext (III.70)
=
∫ L
0
(fi ui +m0 q0 +mi qi + b k
r
t +mβm βm + bβm βm,1)ds1
+ Fi ui(s1 = 0/L) +M0 q0(s1 = 0/L) +Mi qi(s1 = 0/L) +B k
r
t (s1 = 0/L)
+Mβm βm(s1 = 0/L) +Bβm βm,1(s1 = 0/L).
Il s’agit de l’expression classique de l’e´nergie des efforts exte´rieurs d’une poutre de type Vlassov,
a` laquelle s’ajoutent des termes lie´s a` la de´formation de la section dans son plan.
III.6 Principe d’Hamilton et multiplicateurs de Lagrange
Une fois les e´nergies du mode`le unidimensionnel de´termine´es, le proble`me e´lastodynamique asso-
cie´ est re´solu par application du principe d’Hamilton aussi appele´ principe de moindre action. En
me´canique, le principe de moindre action affirme qu’un corps prend la direction qui lui permet de
minimiser la quantite´ d’e´nergie cine´tique transforme´e en e´nergie potentielle, tout en pre´servant
la continuite´ du mouvement (positions et vitesses) s’il y a continuite´ des conditions physiques.
Ce principe se re´sume a` l’e´galite´ suivante :
δ
∫ t2
t1
H dt = δ
{∫ t2
t1
∫ L
0
(uk − ue + wext)ds1 dt+
∫ t2
t1
W
0/L
ext dt
}
= 0, (III.71)
ou`H(t) est le Hamiltonien, uk(s1, t) la densite´ line´ique de l’e´nergie cine´tique, ue(s1, t)−wext(s1, t)
la densite´ line´ique d’e´nergie potentielle et W
0/L
ext la part de l’e´nergie des efforts exte´rieurs due
aux efforts ge´ne´ralise´s ponctuels applique´s en s1 = 0 et en s1 = L.
Utiliser le principe d’Hamilton pour re´soudre le proble`me e´lastodynamique consiste donc a` de´ter-
miner les conditions de stationnarite´ de la fonctionnelle H(t). Dans le cas d’un proble`me statique
ou quasi-statique (uk = 0), le principe d’Hamilton se re´sume tout simplement au principe de
minimisation de l’e´nergie potentielle.
La relation III.71 correspond au principe d’Hamilton applique´ a` un proble`me non contraint.
Or, le mode`le de´veloppe´ repose sur un certain nombre d’hypothe`ses ou de relations entre les
grandeurs cine´matiques qui doivent eˆtre ve´rifie´es par la solution obtenue pour que celle-ci soit
valable. Le proble`me e´lastodynamique a` re´soudre doit donc prendre en compte les contraintes
suivantes :
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– le vecteur ar1(s1, t) doit eˆtre orthogonal au plan (G,e
r
2,e
r
3) de part l’hypothe`se (ii)
(cf. relations III.9),
– et le quaternion q(s1, t) doit eˆtre unitaire (cf. relation III.7).
Pour que ces contraintes soient prises en compte lors de la re´solution du proble`me, on utilise des
multiplicateurs de Lagrange λn(s1, t). La nouvelle fonctionnelleH
∗(t) correspondant au proble`me
contraint est alors :
H∗ = H+
∫ L
0
λnCn ds1, (III.72)
ou` les Cn(s1, t) sont les contraintes a` respecter qui s’e´crivent ainsi :
C1 =
1
jr
ar1 · e
r
2 = 0, (III.73)
C2 =
1
jr
ar1 · e
r
3 = 0, (III.74)
C3 = q
2
0 + q
2
1 + q
2
2 + q
2
3 − 1 = 0. (III.75)
Remarque : Le vecteur ar1(s1, t) est ici normalise´ pour que ses composantes soient du meˆme
ordre de grandeur que celles des vecteurs unitaires er2(s1, t) et e
r
3(s1, t).
III.7 Imple´mentation nume´rique
Comme e´voque´ pre´ce´demment, le choix d’une approche e´nerge´tique pour la re´solution de ce mo-
de`le permet de s’affranchir des e´quations locales du mode`le qui s’ave`rent tre`s complexes. L’uti-
lisation du principe d’Hamilton pour re´soudre nume´riquement le proble`me e´lastodynamique ou
e´lastostatique ne´cessite par contre de diffe´rentier la fonctionnelle H. Une diffe´rentiation formelle
du Hamiltonien conduirait a` un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles fortement complexe
et ne´cessiterait le de´veloppement d’un code de calcul de´die´ a` sa re´solution, ce qui serait tre`s
couˆteux en temps.
Or certains logiciels, dont COMSOL, proposent des environnements de calcul capables de re´ali-
ser une diffe´rentiation automatique. L’utilisation d’un tel outil pour l’exploitation nume´rique du
mode`le est particulie`rement inte´ressante car cela permet, dans un premier temps, d’en explorer
les capacite´s pour un coup de de´veloppement faible. Le choix spe´cifique du logiciel COMSOL a
e´te´ fait lors de la the`se de F. Guinot [59] avec comme arguments la robustesse des algorithmes
de calcul ainsi que la facilite´ d’utilisation. Ce logiciel est, de plus, de´ja` utilise´ par Thales Alenia
Space ce qui permet un transfert rapide des re´sultats obtenus.
III.7.1 De´marche ge´ne´rale
Le mode`le est imple´mente´ par le bais du module Weak form PDE (w) disponible dans l’environ-
nement Mathematics de COMSOL. En effet, ce mode`le se pre´sente sous la forme d’une e´quation
aux de´rive´es partielles (EDP) sous forme faible de´coulant du principe d’Hamilton et de´finie sur
un espace unidimensionnel correspondant a` la ligne de re´fe´rence. Le proble`me e´lastostatique ou
e´lastodynamique est re´solu par la me´thode des e´le´ments finis en utilisant un solveur temporel. La
solution obtenue est donc fonction de deux variables : x qui correspond a` l’abscisse curviligne s1
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le long de la ligne de re´fe´rence et t qui peut eˆtre soit le temps dans le cas d’un essai dynamique,
soit le parame`tre de charge dans le cas d’un essai statique.
L’imple´mentation du mode`le se de´roule en deux temps. Dans un premier temps, on de´finit
la nature du proble`me que l’on souhaite re´soudre a` l’aide du Model Wizard. Pour cela, on fait le
choix :
1. de la dimension de l’espace de re´solution : ici un espace 1D ;
2. du type de proble`me : ici un proble`me d’e´quations aux de´rive´es partielles sous forme faible
intitule´ Weak form PDE (w) ;
3. du nombre de fonctions inconnues de l’EDP appele´es Dependant Variables : ce point sera
de´taille´ au §III.7.2 ;
4. et du type d’e´tude : ici une e´tude temporelle.
Le second temps correspond a` l’imple´mentation du mode`le en tant que tel et se de´compose en
onze e´tapes qui sont :
1. la de´finition du domaine de re´solution dans le menu Geometry de la partie Model : ici
l’intervalle [0 ;L] qui repre´sente la ligne de re´fe´rence ;
2. la de´finition des constantes du proble`me dans le menu Parameters de la partie Global
Definitions : parame`tres ge´ome´triques, parame`tres du mate´riau, etc. ;
3. la de´finition des expressions analytiques de diverses variables interme´diaires fonctions des
Dependant Variables dans le sous-menu Variables du menu Definitions de la partieModel :
par exemple celles de ue et de wext ;
4. le choix du type d’e´le´ment fini dans l’onglet Discretization du menu PDE (w) de la partie
Model ;
5. la de´finition de l’EDP a` re´soudre dans le champ weak du sous-menu Weak Form PDE du
menu PDE (w) ;
6. la de´finition des valeurs initiales des Dependant Variables et de leur de´rive´e premie`re par
rapport a` t dans le sous-menu Initial Values du menu PDE (w) ;
7. la de´finition des conditions aux limites cine´matiques dans le sous-menu Dirichlet Boundary
Conditions du menu PDE (w) sur n’importe quelle Dependant Variable ;
8. la de´finition des conditions aux limites en effort dans le sous-menu Flux/source du menu
PDE (w) en dualite´ de n’importe quelle Dependant Variable ;
9. la de´finition e´ventuelle de contraintes sous forme faible graˆce au sous-menuWeak Constraint
du menu PDE (w) ;
10. la de´finition du maillage dans le sous-menu Mesh du menu PDE (w) ;
11. et le choix des parame`tres de l’e´tude temporelle (dure´e, pas de temps...) et des parame`tres
du solveur dans la partie Study.
III.7.2 Choix des fonctions inconnues de l’EDP
Le nombre de fonctions inconnues de l’e´quation aux de´rive´es partielles a` re´soudre est the´orique-
ment e´gal au nombre de parame`tres cine´matiques du mode`le. La cine´matique de´finie au §III.1.1
repose sur 7 + p parame`tres cine´matiques qui sont :
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– les trois composantes u1, u2 et u3 du champ de de´placement du barycentre de la section ;
– les quatre composantes q0, q1, q2 et q3 du quaternion unitaire q associe´ a` la rotation de
corps rigide de la section ;
– et les p coordonne´es ge´ne´ralise´es βm de´crivant la courbe section.
Ne´anmoins, nous avons vu au §III.4 qu’il est ne´cessaire de de´finir des conditions aux limites sur
ces parame`tres cine´matiques ou leurs grandeurs duales mais e´galement sur krt ou B ainsi que sur
les βm,1 ou les Bβm. Or les sous-menus Dirichlet Boundary Conditions et Flux/source permettent
uniquement de de´finir des conditions aux limites respectivement cine´matiques et sthe´niques sur
ou en dualite´ des Dependant Variables associe´es a` l’e´quation aux de´rive´es partielles a` re´soudre.
Bien qu’il soit possible d’appliquer des conditions aux limites de manie`re de´tourne´e en tirant par-
tie des relations existant entre ces grandeurs cine´matiques non inde´pendantes, il est plus simple
de de´finir la totalite´ des grandeurs cine´matiques ci-dessus en tant que Dependant Variables et
de prendre en compte les relations entre ces grandeurs par le biais de contraintes.
Lors de l’imple´mentation du mode`le, on de´finit donc une EDP dont le nombre de Dependant
Variables est e´gal a` 8 + 2 p avec p le nombre de coordonne´es ge´ne´ralise´es utilise´es pour de´crire
la courbe section. Ces Dependant Variables sont note´es :
– u1, u2 et u3 ;
– q0, q1, q2 et q3 ;
– ktr ;
– beta1, ..., betap ou betae ;
– dxbeta1, ..., dxbetap ou dxbetae.
III.7.3 Diffe´rentiation des densite´s line´iques d’e´nergie
L’e´quation aux de´rive´es partielles a` re´soudre correspond a` l’expression du Hamiltonien avant
son inte´gration en fonction de s1, c’est-a`-dire a` :
δ (uk − ue + wext) .
Le choix d’un logiciel comme COMSOL a e´te´ motive´ par la possibilite´ de diffe´rentier automa-
tiquement cette expression. Dans le cas de la densite´ line´ique de l’e´nergie potentielle ue − wext,
COMSOL est effectivement capable de re´aliser lui-meˆme la diffe´rentiation graˆce a` la fonction
test. Il suffit pour cela d’entrer la formule test(wext - ue) dans le champ weak du sous-menu
Weak form PDE du menu PDE (w) en ayant au pre´alable de´fini les expressions analytiques de
ue et wext dans le sous-menu Variables du menu Definitions.
La meˆme approche ne peut par contre pas eˆtre retenue pour la prise en compte de la den-
site´ line´ique uk de l’e´nergie cine´tique car sa diffe´rentiation ne´cessite une inte´gration par parties
par rapport au temps, ce que COMSOL n’est pas capable de re´aliser. La diffe´rentiation de uk
doit donc eˆtre faite au pre´alable. Dans le cas du mode`le de me`tre ruban et du mode`le de me`tre
ruban simplifie´, la diffe´rentiation formelle de uk conduit a` :
δuk =
∫ t2
t1
(
E1 δu˙1 + E2 δu˙2 +E3 δu˙3 + E4 δq˙0 + E5 δq˙1 + E6 δq˙2 + E7 δq˙3 + E8 δβ˙e
+ E9 δu1 + E10 δu2 + E11 δu3 + E12 δq0 + E13 δq1 +E14 δq2 +E15 δq3 + E16 δβ
e
)
dt.
(III.76)
Soit :
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δuk =
[
E1 δu1 + E2 δu2 + E3 δu3 + E4 δq0 + E5 δq1 + E6 δq2 + E7 δq3 + E8 δβ
e
]t2
t1
+
∫ t2
t1
{(
E9 − E˙1
)
δu1 +
(
E10 − E˙2
)
δu2 +
(
E11 − E˙3
)
δu3 +
(
E12 − E˙4
)
δq0
+
(
E13 − E˙5
)
δq1 +
(
E14 − E˙6
)
δq2 +
(
E15 − E˙7
)
δq3 +
(
E16 − E˙8
)
δβe
}
dt,
(III.77)
ou` les coefficients Ei correspondent aux termes facteurs des variations de chacune des variables
cine´matiques.
Par de´finition du principe d’Hamilton :
δui(t1) = δui(t2) = δq0(t1) = δq0(t2) = δqi(t1) = δqi(t2) = δβ
e(t1) = δβ
e(t2) = 0,
l’e´galite´ pre´ce´dente devient donc :
δuk =
∫ t2
t1
{ (
E9 − E˙1
)
δu1 +
(
E10 − E˙2
)
δu2 +
(
E11 − E˙3
)
δu3
+
(
E12 − E˙4
)
δq0 +
(
E13 − E˙5
)
δq1 +
(
E14 − E˙6
)
δq2
+
(
E15 − E˙7
)
δq3 +
(
E16 − E˙8
)
δβe
}
dt.
(III.78)
Dans le champ weak du sous-menu Weak form PDE on ajoute alors la contribution de l’e´ner-
gie cine´tique graˆce a` l’expression ci-dessous apre`s avoir entre´ les expressions analytiques des
coefficients Ei dans le sous-menu Variables du menu Definitions :
test(u1)*(E9 - d(E1,t)) + test(u2)*(E10 - d(E2,t)) + test(u3)*(E11 - d(E3,t))
+ test(q0)*(E12 - d(E4,t)) + test(q1)*(E13 - d(E5,t)) + test(q2)*(E14 - d(E6,t))
+ test(q3)*(E15 - d(E7,t)) + test(betae)*(E16 - d(E8,t)).
III.7.4 A` propos des conditions initiales
Pour que le proble`me a` re´soudre soit bien pose´, le nombre de conditions initiales doit eˆtre e´gal
a` la somme :
– du nombre de parame`tres cine´matiques du mode`le ;
– et du nombre de de´rive´es temporelles de ces parame`tres cine´matiques apparaissant dans
l’EDP a` re´soudre (les de´rive´es a` l’ordre 1 prescrivant la vitesse initiale, celles a` l’ordre 2
l’acce´le´ration...).
Il faut donc imposer des conditions initiales sur u1, u2, u3, q0, q1, q2 et q3 ainsi qu’une condition
initiale sur chaque Dependant Variable betam. Quant aux de´rive´es temporelles intervenant dans
l’EDP, il s’agit des de´rive´es a` l’ordre 1 des ui, de q0 et des qi et des βm, il sera donc e´galement
ne´cessaire de de´finir des conditions initiales sur ces grandeurs.
III.7.5 A` propos des conditions aux limites
Dans le cas des conditions aux limites, la bonne formulation d’un proble`me e´lastostatique ne´-
cessite de bloquer tous les mouvements de solide rigide de la coque. Pour cela, au minimum six
conditions aux limites cine´matiques doivent eˆtre impose´es sur les Dependant Variables u1, u2,
u3, q0, q1, q2 et q3.
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L’utilisation des composantes du quaternion pour parame´trer la rotation de corps rigide de la
section ne´cessite e´galement d’aborder la question de l’application d’une rotation, d’une compo-
sition de rotations ou d’un moment ge´ne´ralise´ comme condition aux limites, ce qui est l’objet
des trois paragraphes suivants.
III.7.5.a De´finition d’une rotation
Si R est une rotation d’amplitude θ(t) autour d’un axe oriente´ de´fini par le vecteur unitaire r(t),
les quatre composantes du quaternion unitaire peuvent s’exprimer en fonction de l’angle θ(t) et
des composantes du vecteur r(t) dans le repe`re ge´ne´ral (O,e1,e2,e3) :
q0 = cos (θ/2) et qi = ri sin (θ/2) . (III.79)
Pour appliquer une rotation R comme condition aux limites en une des extre´mite´s de la coque,
il suffit donc de de´finir une fonction du temps theta(t) dans le menu Functions de la partie
Global Definitions de Comsol et d’entrer les expressions ci-dessus dans les champs q0, q1, q2 et
q3 du sous-menu Dirichlet Boundary Conditions.
III.7.5.b De´finition d’une composition de rotations
Comme e´voque´ au §III.1.1, le choix des composantes du quaternion unitaire q comme parame`tres
cine´matiques de rotation a e´te´ motive´ par la volonte´ de pouvoir appliquer une composition de
rotations en condition aux limites (voir Annexe 1 pour plus de de´tails).
Cette capacite´ a` imposer une composition de rotation en pilotant uniquement les parame`tres q0,
q1, q2 et q3 est due au fait que l’image v
(12) d’un vecteur v par deux rotations successives R(1)
et R(2) est donne´ par la relation suivante :
v(12) = q(2) q(1) v q(1)
∗
q(2)
∗
= q(2) q(1) v
(
q(2) q(1)
)∗
, (III.80)
ou` q(1) et q(2) sont respectivement les quaternions unitaires associe´s aux rotations R(1) et R(2) et
les q(.)
∗
leurs conjugue´s. Or le produit de deux quaternions unitaires est e´galement un quaternion
unitaire, il existe donc un quaternion q(12) associe´ a` la composition des deux rotations R(1) et
R(2) et e´gal a` :
q(12) = q(2) q(1), (III.81)
ou` le produit des deux quaternions q(1) et q(2) s’obtient graˆce a` la formule suivante :
q(2) q(1) =
(
q
(2)
0 q
(1)
0 − q
(2) · q(1)
)
+
(
q
(2)
0 q
(1) + q
(1)
0 q
(2) + q(2) ∧ q(1)
)
. (III.82)
III.7.5.c De´finition d’un moment ge´ne´ralise´
Le point de´licat de la prise en compte des conditions aux limites en effort re´side dans l’applica-
tion des moments. En effet, l’utilisation des quaternions pour parame´trer les grandes rotations
implique que les parame`tres cine´matiques de rotation du mode`le ne sont pas les angles de rota-
tions autour des trois axes du repe`re fixe. Les efforts ge´ne´ralise´s duaux des parame`tres q0(s1, t),
q1(s1, t), q2(s1, t) et q3(s1, t) ne sont donc pas les moments ge´ne´ralise´s classiques mais des gran-
deurs autres dont il n’est pas e´vident, a` premie`re vue, de de´terminer la de´pendance aux moments
classiques de torsion et de flexion.
III.7. Imple´mentation nume´rique 95
Afin de pouvoir appliquer un moment de flexion ou de torsion en condition aux limites, il
est ne´cessaire d’identifier les efforts ge´ne´ralise´s e´quivalents a` ce moment. Pour cela, nous avons
utilise´ une approche base´e sur l’expression de la puissance des efforts exte´rieurs. En effet, appli-
quer un moment d’amplitudeM sur le barycentre d’une section revient a` appliquer deux forces
ponctuelles d’amplitude F et de sens oppose´s en deux points A et B de la section, syme´triques
par rapport au barycentre et distants d’une distance 2 d. Si l’on prend l’exemple d’un moment
de flexion « suiveur » autour de er2 applique´ a` l’extre´mite´ libre d’une poutre console, on peut
choisir ces deux forces comme e´tant porte´es par er1 tandis que les points A et B sont situe´s sur
l’axe Ger3 comme illustre´ a` la Figure III.5.
G A
B
F > 0
e1
e3
e1
e3
-F
r
r
d
Figure III.5: Moment de flexion suiveur autour de er
2
applique´ a` une poutre
console
Les de´placements des points A et B sont donne´s par :
uA = u1 e1 + u2 e2 + u3 e3 + d (e
r
3 − e3) ,
uB = u1 e1 + u2 e2 + u3 e3 − d (e
r
3 − e3) ,
(III.83)
ou` u1, u2 et u3 sont les de´placements du barycentre de la section. La puissance des efforts
exte´rieurs s’e´crit alors :
Pext = −F e
r
2 · u˙A + F e
r
2 · u˙B = −2 dF e
r
2 · e˙
r
3 = −Me
r
2 · e˙
r
3. (III.84)
En tenant compte de III.8, l’expression ci-dessus peut se mettre sous la forme suivante :
Pext = −M
[ (
2 q2 − 4 q2 q
2
0 + 4 q0 q1 q3
)
q˙0 +
(
2 q3 + 4 q3 q
2
1 − 4 q0 q1 q2
)
q˙1
+
(
−2 q0 − 4 q0 q
2
2 + 4 q1 q2 q3
)
q˙2 +
(
−2 q1 + 4 q1 q
2
3 − 4 q0 q2 q3
)
q˙3
]
,
=M0 q˙0 +M1 q˙1 +M2 q˙2 +M3 q˙3.
(III.85)
Les grandeurs M0, M1, M2 et M3 sont les moments ge´ne´ralise´s duaux des composantes du
quaternion q, tels que :
M0 = −M
(
2 q2 − 4 q2 q
2
0 + 4 q0 q1 q3
)
,
M1 = −M
(
2 q3 + 4 q3 q
2
1 − 4 q0 q1 q2
)
,
M2 =M
(
2 q0 + 4 q0 q
2
2 − 4 q1 q2 q3
)
,
M3 =M
(
2 q1 − 4 q1 q
2
3 + 4 q0 q2 q3
)
.
(III.86)
Cette approche peut eˆtre utilise´e pour appliquer n’importe quel moment autour d’un axe fixe
ou mobile.
Dans le cas de moments suiveurs autour des axes du repe`re local (G,er1,e
r
2,e
r
3), dont fait partie
l’exemple pre´ce´dent, on obtient les relations suivantes :
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– pour un moment de torsion suiveur autour de er1 :
M0 = −M
(
2 q1 − 4 q1 q
2
0 − 4 q0 q2 q3
)
,
M1 =M
(
2 q0 + 4 q0 q
2
1 + 4 q1 q2 q3
)
,
M2 =M
(
2 q3 + 4 q3 q
2
2 + 4 q0 q1 q2
)
,
M3 = −M
(
2 q2 − 4 q2 q
2
3 − 4 q0 q1 q3
)
;
(III.87)
– et pour un moment de flexion suiveur autour de er3 :
M0 = −M
(
2 q3 − 4 q3 q
2
0 − 4 q0 q1 q2
)
,
M1 =M
(
2 q2 + 4 q2 q
2
1 + 4 q0 q1 q3
)
,
M2 = −M
(
2 q1 − 4 q1 q
2
2 − 4 q0 q2 q3
)
,
M3 =M
(
2 q0 + 4 q0 q
2
3 + 4 q1 q2 q3
)
.
(III.88)
Dans le cas des moments classiques de la the´orie des poutres, on aboutit aux relations ci-dessous :
– pour un moment de torsion autour de e1 :
M0 = 2M q1
1− 2 q21 − 2 q
2
3(
1− 2 q21 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q2 q3 + q0 q1)
2
,
M1 = 2M
q0 + 2 q0 q
2
1 − 2 q0 q
2
3 + 4 q1 q2 q3(
1− 2 q21 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q2 q3 + q0 q1)
2
,
M2 = 2M q3
1− 2 q21 − 2 q
2
3(
1− 2 q21 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q2 q3 + q0 q1)
2
,
M3 = 2M
q2 − 2 q2 q
2
1 + 2 q2 q
2
3 + 4 q0 q1 q3(
1− 2 q21 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q2 q3 + q0 q1)
2
;
(III.89)
– pour un moment de flexion autour de e2 :
M0 = 2M q2
1− 2 q22 − 2 q
2
3(
1− 2 q22 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q1 q3 − q0 q2)
2
,
M1 = −2M q3
1− 2 q22 − 2 q
2
3(
1− 2 q22 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q1 q3 − q0 q2)
2
,
M2 = 2M
q0 + 2 q0 q
2
2 − 2 q0 q
2
3 − 4 q1 q2 q3(
1− 2 q22 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q1 q3 − q0 q2)
2
,
M3 = −2M
q1 − 2 q1 q
2
2 + 2 q1 q
2
3 − 4 q0 q2 q3(
1− 2 q22 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q1 q3 − q0 q2)
2
;
(III.90)
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– et pour un moment de flexion autour de e3 :
M0 = 2M q3
1− 2 q22 − 2 q
2
3(
1− 2 q22 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q1 q2 + q0 q3)
2
,
M1 = 2M q2
1− 2 q22 − 2 q
2
3(
1− 2 q22 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q1 q2 + q0 q3)
2
,
M2 = 2M
q1 + 2 q1 q
2
2 − 2 q1 q
2
3 + 4 q0 q2 q3(
1− 2 q22 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q1 q2 + q0 q3)
2
,
M3 = 2M
q0 − 2 q0 q
2
2 + 2 q0 q
2
3 + 4 q1 q2 q3(
1− 2 q22 − 2 q
2
3
)2
+ 4 (q1 q2 + q0 q3)
2
.
(III.91)
III.7.6 De´finition des contraintes
La de´finition de krt et des βm,1 comme Dependant Variables de l’EDP, ne´cessite l’ajout de p+ 1
contraintes aux trois pre´ce´demment de´finies au §III.6. Ces contraintes supple´mentaires sont :
C4 = ktr− 4 [d(q1, x) q2+ q1 d(q2, x)− d(q0, x) q3− q0 d(q3, x)] (q1q3+ q0q2)
− 8 [q1d(q1, x) + q3d(q3, x)] (q2q3− q0 q1)
+ 2 [d(q2, x) q3+ q2d(q3, x) + d(q0, x) q1+ q0d(q1, x)]
(
1− 2 q12 − 2 q22
)
= 0,
C5 = dxbeta1− d(beta1, x) = 0,
...
C5+p = dxbetap− d(betap, x) = 0,
(III.92)
ou` la notation d(X,x) de´signe la de´rive´e de la fonction X par rapport a` x, c’est-a`-dire s1.
Pour prendre en compte ces contraintes, deux approches sont possibles :
– soit directement dans l’expression de l’EDP a` re´soudre ;
– soit en utilisant le sous-menu Weak Constraint du menu PDE (w) de´die´ a` la prise en
compte de contraintes sous forme faible.
Dans le premier cas, il est ne´cessaire de de´finir les multiplicateurs de Lagrange associe´s aux
contraintes comme des Dependant Variables supple´mentaires Ln de l’e´quation aux de´rive´es par-
tielles et de remplacer l’expression test(wext - ue) dans le champ weak du sous-menu Weak
form PDE par l’expression test(wext - ue + Ln*Cn) en ayant au pre´alable de´fini les expres-
sions analytiques des contraintes Cn dans le sous-menu Variables du menu Definitions.
Dans le second cas, on ajoute l’expression analytique de la contrainte Cn dans le champ Constraint
Expression du sous-menuWeak Constraint et COMSOL cre´e´ automatiquement le multiplicateur
de Lagrange associe´ a` la contrainte dont on peut choisir le degre´ d’interpolation, comme pour
les Dependant Variables.
Remarque : Les diffe´rentes contraintes peuvent eˆtre prises en compte inde´pendamment les
unes des autres par la premie`re ou la seconde approche.
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III.8 Conclusion du troisie`me chapitre
Le logiciel COMSOL, qui a e´te´ choisi pour l’imple´mentation du mode`le, permet d’exploiter
simplement le principe d’Hamilton puisqu’il offre la possibilite´ de diffe´rentier nume´riquement
l’expression du Hamiltonien. Les expressions des e´nergies peuvent alors eˆtre directement imple´-
mente´es dans le logiciel sous forme faible, ce qui pre´sente e´galement l’avantage de s’affranchir de
la complexite´ des e´quations locales du mode`le. Ce sont ces deux points qui ont motive´s l’utilisa-
tion d’une approche e´nerge´tique pour la de´finition du mode`le de poutre a` section mince flexible
et de´formable par gauchissement pre´sente´ dans ce chapitre.
Le mode`le propose´ comporte en the´orie 6 + p parame`tres cine´matiques : trois parame`tres de
translation, trois parame`tres de rotation et p coordonne´es ge´ne´ralise´es βm qui de´finissent la
forme de la courbe section. En pratique, l’utilisation des quaternions pour parame´trer les grandes
rotations porte ce nombre a` 7 + p avec quatre parame`tres de rotation au lieu de trois, lie´s par
une contrainte. Le mode`le de de´part, utilise´ pour calculer les densite´s surfaciques des e´nergies
potentielle et cine´tique, est issu de la the´orie des coques minces en grands de´placements, en
grandes rotations et en dynamique. Mais la de´finition d’un certain nombre d’hypothe`ses permet
l’inte´gration analytique sur la courbe section de ces densite´s surfaciques d’e´nergie et la re´duction
de ce mode`le initialement bidimensionnel en un mode`le unidimensionnel.
Ce mode`le unidimensionnel permet d’identifier plus clairement l’influence de chaque parame`tre
cine´matique sur le couplage entre les comportements local de coque et global de poutre. Deux
autres versions de ce mode`le reposant sur des hypothe`ses supple´mentaires ont e´galement e´te´
de´veloppe´es spe´cifiquement pour la mode´lisation des me`tres rubans. La premie`re repose sur une
hypothe`se de circularite´ de la section et la seconde suppose de plus cette section circulaire faible-
ment courbe´e. Ces mode`les, une fois imple´mente´s dans COMSOL, peuvent eˆtre exploite´s pour
simuler le comportement dynamique des me`tres rubans en trois dimensions. Certains re´sultats
obtenus avec le mode`le de me`tre ruban faiblement courbe´ sont pre´sente´s dans le chapitre suivant.
Chapitre
IV
Exploitation du mode`le
C
e quatrie`me et dernier chapitre regroupe les re´sultats nume´-
riques obtenus pour un certain nombre d’essais re´alise´s avec
le mode`le de me`tre ruban faiblement courbe´. Les premiers
essais ont e´te´ re´solus en statique et mettent en jeu des sollicitations re-
lativement simples : torsion et flexions autour des deux axes principaux
d’inertie. Pour chacun de ces cas, l’influence des conditions aux limites
est particulie`rement e´tudie´e. Le dernier essai est, quant a` lui, un essai
dynamique dans lequel on simule le de´ploiement d’un me`tre ruban ini-
tialement plie´ en trois dimensions. L’objectif premier de ces essais est de
mettre en e´vidence la capacite´ de ce mode`le pourtant simplifie´ a` rendre
compte des phe´nome`nes observe´s lors de la manipulation d’un me`tre ru-
ban. Il s’agit e´galement de faire une premie`re validation qualitative du
mode`le et des hypothe`ses qui ont e´te´ faites, notamment concernant la
prise en compte du gauchissement de torsion dans un cadre de grandes
rotations et pour une section de´formable dans son plan. Le point de vue
quantitatif n’est pour le moment pas ve´ritablement aborde´ du fait d’un
manque d’e´le´ments de comparaison issus d’une approche expe´rimentale
suffisamment aboutie ou de re´sultats nume´riques de re´fe´rence.
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IV.1 Pre´ambule
Le mode`le de me`tre ruban faiblement courbe´ de´veloppe´ au chapitre pre´ce´dent a e´te´ imple´mente´
dans COMSOL suivant la de´marche donne´e au §III.7 du Chapitre III. Pour cette phase de de´fini-
tion du mode`le, l’utilisation d’un outil nume´rique ge´ne´raliste comme COMSOL pre´sente l’inte´reˆt
de permettre une exploitation quasi-imme´diate de ce dernier pour un couˆt de de´veloppement
faible. En effet, la mise au point du mode`le simplifie´ a` partir de la the´orie des coques est un
processus long et complexe pour lequel il est ne´cessaire de faire certains choix qui se traduisent
en ge´ne´ral par des hypothe`ses devant eˆtre valide´es. Le de´veloppement d’un outil nume´rique de´die´
et optimise´ pour la re´solution de ce mode`le pre´sentera donc un re´el inte´reˆt lorsque le mode`le
sera stabilise´ dans sa formulation.
Les essais pre´sente´s dans ce chapitre mettent en jeu des comportements assez complexes, pour
la plupart tridimensionnels, avec l’apparition d’instabilite´s. Meˆme avec un mode`le unidimen-
sionnel, les re´sultats obtenus restent donc assez difficiles a` appre´cier au premier abord, bien
que le nombre de parame`tres soit plus re´duit que pour un mode`le de coque. La reconstruction
des de´forme´es tridimensionnelles a` partir des re´sultats obtenus et de la cine´matique de´finie au
Chapitre III apporte une aide non ne´gligeable dans l’interpre´tation des sce´narios pre´dits par le
mode`le. La vide´o reste l’outil le plus adapte´ pour suivre l’e´volution du comportement du me`tre
ruban au cours d’un essai mais ce type de support ne peut malheureusement pas eˆtre inte´gre´ a`
un document destine´ a` eˆtre imprime´. Une se´lection de de´forme´es caracte´ristiques est donc pre´-
sente´e pour chaque essai afin d’aider a` la compre´hension, mais le lecteur peut facilement re´aliser
lui-meˆme ces essais a` l’aide d’un me`tre de mesure classique.
Pour chaque essai statique, plusieurs cas de figures avec des conditions aux limites diffe´rentes au
niveau de la de´formation des sections ont e´te´ re´alise´s. Les re´sultats obtenus pour chacun de ces
cas de figures sont pre´sente´s ici ce qui rend cette partie du me´moire assez technique et exhaus-
tive. Malgre´ tout nous avons souhaite´ faire apparaˆıtre clairement ces re´sultats car les sce´narios
obtenus peuvent varier fortement d’un cas a` l’autre, de´montrant une fois encore le caracte`re
fortement instable et sensible aux imperfections du comportement des me`tres rubans.
Enfin, il n’y a dans la litte´rature que peu de re´sultats expe´rimentaux sur le comportement
tridimensionnel des me`tres rubans et ces quelques re´sultats sont peu adapte´s a` une validation
quantitative du mode`le a` son niveau actuel de de´veloppement. Notre objectif dans cette der-
nie`re partie a donc e´te´ de de´montrer que le mode`le permettait de retrouver qualitativement
les phe´nome`nes observe´s expe´rimentalement pour chacun des essais pre´sente´s dans ce chapitre,
ce qui a parfois ne´cessite´ l’ajout de perturbations et donc la simulation de plusieurs cas de figures.
A` de´faut d’une comparaison a` l’expe´rimental, une comparaison avec des re´sultats obtenus graˆce
a` un mode`le classique de coque re´solu par e´le´ments finis dans ABAQUS a e´te´ effectue´e lorsque
cela a e´te´ possible. Cependant, ABAQUS est souvent mis en e´chec pour les essais re´alise´s ici qui
conduisent ge´ne´ralement au flambage du me`tre ruban. En effet, les re´glages (nombre d’e´le´ments,
solveur...) permettant d’obtenir l’inte´gralite´ de la solution pour un essai n’e´tant pas force´ment
adapte´s pour un essai diffe´rent, il faudrait un temps non ne´gligeable pour de´terminer les re´glages
optimaux pour chaque cas particulier.
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IV.2 Parame`tres du mode`le
Les caracte´ristiques du me`tre ruban, le maillage ainsi les parame`tres du solveur utilise´s dans le
cas des essais pre´sente´s dans ce chapitre sont de´taille´s dans la suite de ce paragraphe.
IV.2.1 Ge´ome´trie
Les proprie´te´s ge´ome´triques du me`tre ruban utilise´ sont les suivantes :
– longueur de la ligne de re´fe´rence : L = 1,17 m ;
– longueur de la courbe section : 2 a = 6 cm ;
– e´paisseur : h = 0,15 mm ;
– demi-angle d’ouverture initial : βe0 = 0,6 rad.
IV.2.2 Mate´riau
Le mate´riau retenu est un mate´riau isotrope dont les caracte´ristiques sont :
– module d’Young : E = 210 MPa ;
– coefficient de Poisson : ν = 0,3 ;
– masse volumique : ρ = 2700 kg.m-3.
IV.2.3 Maillage
Dans la continuite´ de la the`se de F. Guinot [59], des e´le´ments de type Hermite quintiques ont
e´te´ retenus pour le maillage de la ligne de re´fe´rence. Le nombre d’e´le´ments a par contre e´te´
augmente´ de 60 a` 200 afin d’obtenir une pre´cision suffisante.
IV.2.4 Solveur
Pour tous les essais pre´sente´s par la suite, un solveur temporel a e´te´ utilise´. Dans le cas d’essais
quasi-statiques cela permet d’effectuer des calculs incre´mentaux pour lesquels t correspond au
parame`tre de charge. L’application des conditions aux limites en effort ou en de´placement peut
alors se faire progressivement et la convergence doit eˆtre obtenue pour chaque incre´ment.
L’algorithme temporel utilise´ est la me´thode BDF (Backward Differentiation Formula) qui est
propose´e par de´faut. Les incre´ments de temps sont choisis librement par le solveur. Enfin les
inversions de matrices sont faites par le solveur de syste`mes line´aires MUMPS (MUltifrontal
Massively Parallel sparse direct Solver) avec ses re´glages par de´fauts.
IV.2.5 Amortissement
La majorite´ des essais re´solus en statique et pre´sente´s dans la suite de ce chapitre conduisent au
flambage du me`tre ruban, ce qui se traduit parfois par la pre´sence de sauts de solution. Il est
alors ne´cessaire d’ajouter de l’amortissement au mode`le afin de re´gulariser le proble`me statique
et de permettre la convergence du calcul jusqu’a` son terme. Cet amortissement est introduit sous
la forme d’une viscosite´ associe´e aux parame`tres cine´matiques du mode`le. Pour cela on ajoute
l’expression suivante dans le champ weak du sous-menu Weak form PDE :
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-cu*(d(u1,t)*test(u1)+d(u2,t)*test(u2)+d(u3,t)*test(u3))
-cq*(d(q0,t)*test(q0)+d(q1,t)*test(q1)+d(q2,t)*test(q2)+d(q3,t)*test(q3))
-cb*d(betae,t)*test(betae).
Les coefficients cu (en Pa.s) et cq (en N.s) ont des valeurs comprises entre 1e-12 et 1e-8 dans le
cas des essais pre´sente´s dans ce chapitre. Les valeurs prises par le coefficient cb sont, quant a` elles,
comprises entre 1e-9 et 1e-6 N.s, l’angle d’ouverture βe e´tant le parame`tre cine´matique le plus
sensible au phe´nome`ne d’amortissement visqueux. Des valeurs raisonnables de ces coefficients
n’influent pas sur la solution pre´-flambement obtenue sans amortissement, mais permettent au
calcul de converger pour des valeurs de t plus grandes et d’obtenir la solution post-flambement.
Dans certains cas ou` plusieurs solutions coexistent pour un t donne´, il est par contre possible
que cet amortissement conduise le solveur a` « privile´gier » l’une des solutions.
IV.3 Essais statiques
IV.3.1 Torsion
Cet essai quasi-statique relativement simple permet de faire une premie`re validation de nos hy-
pothe`ses concernant la prise en compte du gauchissement en pre´sence de grandes rotations de
flexion. L’extre´mite´ du me`tre ruban situe´e en s1 = 0 est encastre´e (u1 = u2 = u3 = q1 = q2 =
q3 = 0 et q0 = 1) tandis qu’un moment de torsion suiveur Mt est applique´ progressivement en
s1 = L (moment autour de e
r
1 variant de 0 a` 0, 1 N.m). On ve´rifie donc e´galement que la prise
en compte d’un moment ge´ne´ralise´ classique en imposant les moments ge´ne´ralise´s associe´s aux
composantes du quaternion q est correcte (cf. Chapitre III §III.7.5.c).
Afin d’e´tudier l’influence des conditions aux limites concernant la de´formation de la section
sur les re´sultats obtenus, plusieurs cas de figures ont e´te´ simule´s :
a) krt libre, β
e et βe,1 bloque´s en 0 & k
r
t , β
e et βe,1 libres en L ;
b) krt libre, β
e et βe,1 bloque´s en 0 & k
r
t libre, β
e et βe,1 bloque´s en L ;
c) krt libre, β
e et βe,1 bloque´s en 0 & k
r
t , β
e et βe,1 bloque´s en L ;
d) krt , β
e et βe,1 bloque´s en 0 & k
r
t , β
e et βe,1 libres en L ;
e) krt , β
e et βe,1 bloque´s en 0 & k
r
t libre, β
e et βe,1 bloque´s en L ;
f) krt , β
e et βe,1 bloque´s en 0 & k
r
t , β
e et βe,1 bloque´s en L.
Les trois premiers cas correspondent a` un encastrement imparfait en s1 = 0 car le gauchissement
de la section reste possible, tandis que les trois derniers correspondent a` un encastrement parfait.
Pour les cas a) et d) la section en s1 = L est libre, pour les cas b) et e) elle est soumise a` un
encastrement imparfait mobile, et pour les cas c) et f) a` un encastrement parfait mobile.
Les sce´narios obtenus pour ces six cas de figures sont similaires. La Figure IV.1 pre´sente la
reconstruction 3D de plusieurs de´forme´es caracte´ristiques a` partir des re´sultats du mode`le uni-
dimensionnel et de la cine´matique de´finie au Chapitre III. L’iso-couleur repre´sente la valeur de
l’angle β en chaque point du ruban : en bleu β = 0 et en rouge β = βe0. Cela sera e´galement
le cas pour toutes les de´forme´es pre´sente´es dans ce chapitre. Comme l’illustrent les de´forme´es
5 , la rotation de la section en s1 = L a` la fin de l’essai est approximativement e´gale a` 6pi rad
tandis que le ruban forme trois « boucles ».
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On remarque, dans cet essai, un couplage entre la flexion et la torsion dans le comportement du
ruban qui induit une courbure de flexion dans la direction longitudinale de meˆme sens que la
courbure transversale initiale de la section (cf. de´forme´es 2 ). Ce phe´nome`ne avait e´te´ identifie´
par Mansfield lors de ses travaux sur les lames souples [77]. Plus pre´cise´ment, il s’agit ici d’un
couplage entre la torsion et la flexion autour de er2 qui trouve son origine dans l’expression de
ure avec la pre´sence du terme A/2 z(y
2 + z2)(krt )
2kr2 (voir §III.2.3 du Chapitre III).
a) b) c)
d) f)e)
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Figure IV.1: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de torsion
pour les cas de figures a) a` f)
Malgre´ ces similitudes, on observe quelques diffe´rences notamment sur la re´partition de la cour-
bure de torsion et sur l’ouverture de la section le long du ruban, comme le montrent les Figures
IV.2 et IV.3. Dans les trois derniers cas, l’encastrement parfait en s1 = 0 induit une augmenta-
tion de la raideur en torsion (torsion geˆne´e) avec une rotation de la section en s1 = L plus faible
(de´forme´es 2 ). Ce phe´nome`ne va conduire a` une localisation de la de´formation a` proximite´
de l’extre´mite´ encastre´e ainsi qu’a` une ouverture plus marque´e du ruban sur toute sa longueur
accompagne´e d’un de´versement plus important de celui-ci (voir de´forme´es 3 a` 5 et Figure
IV.3). Dans les cas a) et d), on remarque que la section a tendance a` s’aplatir en s1 = L et est
e´galement plus ouverte sur toute la longueur du me`tre ruban compare´ aux cas b) et e) ; tandis
que dans les cas c) et f), on observe une amorce de pli a` proximite´ de l’extre´mite´ mobile du
me`tre ruban dont la de´formation est totalement proscrite.
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Pour le cas f), une comparaison avec un mode`le de coque re´solu par e´le´ments finis dans ABAQUS
a e´te´ re´alise´e. Ce mode`le est constitue´ de 1440 e´le´ments (120 dans la longueur et 12 dans la largeur
du ruban) de type S8R, c’est-a`-dire un e´le´ment de type coque en grandes rotations mais petites
de´formations a` 8 nœuds et a` inte´gration re´duite. Un corps rigide est cre´e´ en chaque extre´mite´ du
ruban afin que la section ne puisse pas se de´former et pour que son de´placement et sa rotation
soient totalement de´finis par ceux de son barycentre. Tous les de´placements et les rotations de la
section en s1 = 0 sont bloque´s, tandis qu’un moment de torsion suiveur est applique´ en s1 = L
comme dans l’essai re´alise´ avec COMSOL. L’essai n’ayant pas pu eˆtre mene´ jusqu’a` son terme,
on ne pre´sente ici que les re´sultats converge´s.
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Figure IV.2: E´volution de βe et de krt au cours de l’essai de torsion
pour les cas a) a` c)
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Une comparaison de l’e´volution, en fonction du moment impose´ Mt, de l’amplitude θ de la
rotation de la section libre (en s1 = L) ainsi que des composantes u1, u2 et u3 de son de´placement
est pre´sente´e a` la Figure IV.4. Les re´sultats obtenus avec le mode`le unidimensionnel imple´mente´
sous COMSOL et le mode`le de coque re´solu sous ABAQUS sont quasiment identiques. Bien que
le calcul ABAQUS n’ait pas converge´ au dela` d’une rotation de 2,38 rad, les rotations mises
en jeu n’appartiennent plus au domaine des petites rotations et les re´sultats obtenus peuvent
apporter une premie`re validation quantitative de nos hypothe`ses concernant le gauchissement
de torsion.
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Figure IV.3: E´volution de βe et de krt au cours de l’essai de torsion
pour les cas d) a` f)
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Figure IV.4: Comparaison de l’amplitude de la rotation θ
et des de´placements u1, u2 et u3 en s1 = L
en fonction du moment de torsion impose´ Mt
Remarque : Dans le cas du mode`le unidimensionnel, l’amplitude de la rotation θ est calcule´e
a` partir des composantes du quaternion par la formule θ = 2 acos(q0) qui donne une valeur de θ
comprise entre 0 et 2pi rad. Il a donc e´te´ ne´cessaire de « de´plier » la courbe en tenant compte
de la rotation de´ja` effectue´e.
IV.3.2 Flexion dans le plan avec courbures de sens oppose´s
L’essai de flexion dans le plan avec courbures de sens oppose´s consiste a` appliquer une rotation
autour de e2 ne´gative en 0 et positive en L :
q0 = cos(±
θ
2
), q2 = sin(±
θ
2
) et q1 = q3 = 0,
tout en empeˆchant le de´placement du barycentre de la section en 0 (u1 = u2 = u3 = 0) et en
autorisant uniquement le de´placement axial suivant e1 pour le barycentre de la section en L
(u2 = u3 = 0). Cet essai se divise en deux phases, tout d’abord nous augmentons l’amplitude
de cette rotation de 0 a` pi/2 rad (phase de chargement) puis nous la diminuons jusqu’a` 0 rad
(phase de de´chargement). La de´formation des sections aux extre´mite´s du ruban peut eˆtre laisse´e
libre ou bien contrainte en imposant des conditions aux limites sur les parame`tres krt , β
e et βe,1.
Comme nous l’avons vu au §I.2.2 du Chapitre I, cet essai conduit a` l’apparition d’un pli par
flambage localise´ du me`tre ruban qui conserve un comportement plan durant la totalite´ de
l’essai. Bien que ce sce´nario ne permette pas d’illustrer le comportement tridimensionnel (de´pla-
cement hors plan, torsion, gauchissement) du me`tre ruban, il pre´sente l’inte´reˆt d’avoir e´te´ re´alise´
expe´rimentalement et commente´ dans la litte´rature [110].
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En effet, Seffen et Pellegrino ont compare´ des re´sultats obtenus expe´rimentalement (cf. Chapitre
I §I.2.2) a` des re´sultats obtenus avec un mode`le de coque re´solu par un calcul e´le´ments finis sous
ABAQUS (cf. Chapitre II §II.1.1.b). Ils ont conclu de cette comparaison que le mode`le de coque
donnait des re´sultats qualitativement proches des re´sultats expe´rimentaux pour cet essai dans
le cas du me`tre ruban e´tudie´ [110]. Une comparaison avec le mode`le de coque de´veloppe´ dans
ABAQUS et e´voque´ au paragraphe pre´ce´dent a donc e´te´ re´alise´e. Le pilotage par longueur d’arc
a permis cette fois ci d’obtenir l’inte´gralite´ de la branche de solution.
Ce sce´nario n’induisant par de torsion, il n’y a pas d’inte´reˆt a` bloquer le gauchissement aux
extre´mite´s du me`tre ruban et krt sera donc laisse´ libre en 0 et en L. Il est par contre inte´ressant
de comparer l’influence de l’ouverture de la section sur les re´sultats. Deux cas de figures ont
donc e´te´ simule´s : un premier cas correspondant a` un encastrement imparfait mobile des deux
extre´mite´s du ruban (βe = βe0, β
e
,1 = 0 et k
r
t libre) et un second cas ou` les extre´mite´s sont laisse´es
libres de s’aplatir (βe, βe,1 et k
r
t libres).
IV.3.2.a Avec krt libre et β
e et βe,1 bloque´s en 0 et en L
Ce premier cas, pre´sente´ a` la Figure IV.5, correspond a` l’essai re´alise´ expe´rimentalement par
Seffen et Pellegrino et conduit au meˆme sce´nario. La section n’e´tant pas libre de s’ouvrir unifor-
me´ment sur toute la longueur du ruban (de part les conditions aux limites impose´es en s1 = 0 et
en s1 = L), on observe une ouverture progressive des sections transverses le long du me`tre ruban
qui s’intensifie au cours du chargement tout en e´tant maximale au centre du ruban (βe < βe0) et
nulle aux extre´mite´s (βe = βe0) (voir de´forme´e 2 et Figure IV.6 b)).
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Figure IV.5: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion avec courbures de
sens oppose´s (encastrements mobiles)
Lorsque la rotation des extre´mite´s devient trop importante, on assiste a` la localisation de la
de´formation avec l’apparition d’un pli par claquage en s1 = L/2 (de´forme´e 3 ). La zone centrale
du pli, ou` la section est aplatie, va s’e´tendre progressivement durant tout le reste de la phase de
chargement (jusqu’a` la de´forme´e 5 ) et pre´sente les caracte´ristiques e´voque´es dans la litte´rature
(cf. Chapitre I §I.2.2). En effet, son rayon de courbure dans la direction longitudinale est constant
et quasiment e´gal au rayon de courbure initial de la section r0 = a/β
e
0 , comme on peut le voir
sur la Figure IV.6 c). Ce sce´nario peut facilement eˆtre reproduit avec un simple me`tre de mesure
dont on pilote manuellement la rotation des extre´mite´s.
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La relation moment-rotation, repre´sente´e a` la Figure IV.6 a), met en e´vidence deux sauts de
solution correspondant a` un flambage par point limite. Le premier a lieu lors du chargement entre
les de´forme´es 2 et 3 . Il correspond au passage de la solution pre´-flambement pour laquelle
la de´formation n’est pas localise´e avec une ouverture des sections quasiment uniforme sur toute
la longueur du ruban, a` la solution post-flambement, ou` la de´formation s’est localise´e au centre
du ruban graˆce a` l’apparition d’un pli en s1 = L/2. Lors du de´chargement, le pli va persister
pour des valeurs de θ2 plus faibles que celle qui a marque´e son apparition. Le passage de la
solution post-flambement a` la solution pre´-flambement (2nd saut de solution) se fait alors entre
les de´forme´es 7 et 8 .
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Figure IV.6: a) Relation M2(θ2) en s1 = 0 et e´volution de b) β
e, c) θ2
et d) de la de´forme´e de la ligne de re´fe´rence au cours de l’essai de flexion avec
courbures de sens oppose´s (encastrements mobiles)
Ces sauts de solution s’illustrent par un phe´nome`ne de claquage que l’on peut observer expe´ri-
mentalement lors de l’apparition d’un pli localise´. La Figure IV.7 a) qui montre l’e´volution de la
densite´ line´ique ue de l’e´nergie de de´formation au cours de l’essai permet e´gaalement de de´tecter
ces deux sauts de solution. En effet, pour t proche de 0 et de 1, ue est uniforme´ment repartie
sur toute la longueur du me`tre ruban comme dans le cas pre´ce´dent. Entre les deux sauts, on
observe par contre sa concentration au centre du ruban dans la zone de pliage.
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La comparaison des relations moment-rotation obtenues avec le mode`le de me`tre ruban faible-
ment courbe´ et avec le mode`le de coque re´solu dans ABAQUS est pre´sente´e a` la Figure IV.6
a). On constate que le mode`le unidimensionnel imple´mente´ dans COMSOL pre´dit l’apparition
et la disparition du pli pour une rotation des extre´mite´s du ruban et un moment critique tout
deux respectivement supe´rieurs et infe´rieurs a` ceux pre´dits par ABAQUS avec un mode`le bidi-
mensionnel. La valeur du moment de propagation (moment associe´ a` la solution flambe´e) est
par contre quasiment identique pour les deux mode`les. En extrapolant les travaux re´alise´s par
Seffen et Pellegrino [110], on peut penser que le mode`le pre´dit un comportement un peu plus
raide que la re´alite´.
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Figure IV.7: E´volution de a) ue et b) θ2 en 0 et en L au cours de l’essai de
flexion avec courbures de sens oppose´s (encastrements mobiles)
IV.3.2.b Avec krt , β
e et βe,1 libres en 0 et en L
Dans ce second cas de figure, il n’y a ni localisation de la de´formation ni apparition d’un pli
contrairement au sce´nario pre´ce´dent. On observe au contraire une ouverture progressive de la
section au cours du chargement identique sur toute la longueur du me`tre ruban comme on peut
le voir aux de´forme´es 2 et 3 de la Figure IV.8 ainsi que sur le graphique b) de la Figure IV.11.
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Figure IV.8: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion avec courbures de
sens oppose´s (extre´mite´s libres)
Lorsque la rotation des extre´mite´s du ruban atteint son maximum (de´forme´e 5 ), le ruban est
totalement aplati et forme un arc de cercle dans le plan (e1,e3) comme le met en e´vidence
la variation line´aire de θ2 en fonction de s1 a` la Figure IV.11 c). Lors du de´chargement, la
de´formation du me`tre ruban suit le cheminement inverse (de la de´forme´e 5 vers la de´forme´e
1 ) avec une fermeture progressive de la section qui retrouve sa ge´ome´trie initiale.
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La courbe bleue pre´sente´e a` la Figure IV.11 a) correspond a` la relation moment-rotation du
me`tre ruban en s1 = 0. Le ruban a initialement un comportement proche de celui d’une poutre
a` section inde´formable avec une relation moment-rotation line´aire dont la pente est identique a`
celle de l’essai pre´ce´dent. L’ouverture progressive de la section rend ensuite cette relation non-
line´aire et le moment atteint rapidement une valeur maximale avant de diminuer progressivement
jusqu’a` une valeur minimale quasiment constante pour la plage de valeur de θ2 investigue´e. La
Figure IV.9 a) montre que la densite´ line´ique ue de l’e´nergie de de´formation est constante sur
toute la longueur du ruban et augmente puis diminue progressivement au cours de l’essai.
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Figure IV.9: E´volution de a) ue et b) θ2 en 0 et en L au cours de l’essai de
flexion avec courbures de sens oppose´s (extre´mite´s libres)
Cette solution n’e´tant pas e´voque´e dans la litte´rature et ne semblant pas e´vidente a` obtenir
expe´rimentalement, nous avons e´galement simule´ cet essai en ajoutant une faible perturbation
sous la forme d’un moment line´ique d’ouverture de la section mβe nul aux extre´mite´s du me`tre
ruban et prennant sa valeur maximale de 1e-6 N en s1 = L/2. Cet ajout conduit a` un sce´nario
diffe´rent, pre´sente´ a` la Figure IV.10, pour lequel on observe l’apparition de deux plis localise´s en
chaque extre´mite´ du me`tre ruban. La relation moment-rotation obtenue (voir courbe turquoise
a` la Figure IV.11 a)) est assez similaire a` celle du cas pre´sente´ au §IV.3.2.a pour lequel on
observait l’apparition d’un pli au centre du ruban (cf. Figure IV.6 a)). En effet, elle repre´sente
e´galement un flambage par point limite avec la pre´sence de deux sauts de solution, l’un associe´
au passage de la solution pre´-flambe´e a` la solution post-flambe´e lors du chargement et l’autre
au cheminement inverse lors du de´chargement.
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Figure IV.10: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion avec courbures de
sens oppose´s (extre´mite´s libres) en pre´sence d’une perturbation mβe
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La relation moment-rotation obtenue avec la perturbation (courbe turquoise) est compare´e a`
celle du cas non perturbe´ (courbe bleue) a` la Figure IV.11 a). On observe un comportement
identique jusqu’a` une rotation d’environ 0,1 rad. Au dela` de cette valeur, la solution perturbe´e
diffe`re de la solution non perturbe´e ce qui semble indiquer la pre´sence d’une bifurcation sur
la branche fondamentale de la solution non perturbe´e. L’existence ave´re´e de cette bifurcation
pourrait signifier que la solution non localise´e obtenue en l’absence de perturbation est instable
au dela` de ce point et qu’elle ne peut donc pas eˆtre obtenue expe´rimentalement, en tout cas pour
des rubans suffisamment longs et courbe´s.
θ
2 
(r
ad
)
s1 (m)
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
-1,5
-1
-0,5
0
0,5
1
1,5
c)
5
31
2
4
s1 (m)
β
e
 (
ra
d
) 
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
b)
s1+u1 (m)
u
3 
(m
)
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0
-0,2
0,2
0,4
0,6
d)
0 1
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
1,4
1,6
-θ2(0) (rad)
-M
2(
0
) 
(N
.m
)
a)
1
3
2
4
1,50,5
6
5
4
5
Avec mβe
Sans mβe
Figure IV.11: a) Relation M2(θ2) en s1 = 0 et e´volution b) de β
e, c) de θ2
et d) de la de´forme´e de la ligne de re´fe´rence au cours de l’essai de flexion avec
courbures de sens oppose´s (extre´mite´s libres)
Remarque : On retrouve ici avec COMSOL en pre´sence d’une perturbation des re´sultats ana-
logues a` ceux obtenus par P. Marone-Hitz [79, 78] dans le cas du mode`le plan [60] imple´mente´
dans MANLAB, un package de MATLAB pour la continuation interactive et l’analyse des bi-
furcations de´veloppe´ au LMA [3].
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IV.3.3 Flexion dans le plan avec courbures de meˆme sens
Ce troisie`me essai correspond au pendant de l’essai pre´ce´dent de flexion dans le plan mais avec
courbures de meˆme sens. Il consiste donc a` appliquer une rotation autour de e2 positive en 0 et
ne´gative en L :
q0 = cos(±
θ
2
), q2 = sin(±
θ
2
) et q1 = q3 = 0,
tout en empeˆchant le de´placement du barycentre de la section en s1 = 0 (u1 = u2 = u3 = 0) et
en autorisant uniquement le de´placement suivant e1 pour le barycentre de la section en s1 = L
(u2 = u3 = 0). Comme pour l’essai pre´ce´dent, l’amplitude de cette rotation est tout d’abord
augmente´e de 0 a` pi/2 rad dans une premie`re phase de chargement, puis diminue´e jusqu’a` 0 rad
dans une phase de de´chargement.
Seffen et Pellegrino se sont e´galement inte´resse´ a` cet essai qu’ils ont re´alise´ expe´rimentalement
[110]. Dans le cas de conditions aux limites type encastrement mobile en chaque extre´mite´ du
ruban, ils ont pu observer que ce dernier ne pre´sentait plus un comportement plan mais flambait
dans un mode de de´formation mixte flexion-torsion caracte´rise´ par l’apparition de deux plis 3D
antisyme´triques a` proximite´ des encastrements (cf. Chapitre I §I.2.2). Lorsque la rotation aug-
mentait ces deux plis se de´plac¸aient vers le centre du ruban ou` ils finissaient par fusionner pour
ne former plus qu’un unique pli 2D, le ruban retrouvant alors une configuration plane.
Seffen et Pellegrino ont e´galement simule´ cet essai avec Abaqus dans l’optique de comparer
les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux, mais ils ne sont pas parvenu a` obtenir le meˆme sce´-
nario (cf. Chapitre II §II.1.1.b). En effet, ABAQUS ne de´tecte pas la bifurcation correspondant
au mode de flambage mixte flexion-torsion et pre´dit a` la place l’apparition d’un pli au centre
du me`tre ruban qui conserve un comportement plan durant toute la simulation. Ils ont conclu
de ces re´sultats que seul l’ajout d’une imperfection pourrait permettre a` ABAQUS de de´tecter
cette bifurcation.
Comme nous allons le voir, le meˆme proble`me a e´te´ rencontre´ avec le mode`le unidimension-
nel imple´mente´ sous COMSOL. Les deux premie`res simulations, sans perturbation du mode`le,
ont conduit a` un comportement plan exempt de torsion que la section soit ou ne soit pas laisse´e
libre de s’aplatir. Une perturbation a donc e´te´ introduite dans le mode`le sous la forme d’une
densite´ line´ique de force suivant e2 afin de tirer parti du couplage entre la flexion autour de
er3 et la torsion. Cela a permis de suivre de nouvelles branches de solutions correspondant a` un
comportement hors plan.
Deux cas ont e´te´ simule´s avec et sans perturbation : un premier cas correspondant a` un en-
castrement mobile imparfait avec βe = βe0 et β
e
,1 = 0 mais k
r
t libre et un second ou` les sections
sont laisse´es libres de se de´former. Un troisie`me cas avec perturbation, plus proche de l’essai
re´alise´ par Seffen et Pellegrino, correspondant a` un encastrement mobile parfait (pas de gau-
chissement possible) en 0 et en L avec βe = βe0, β
e
,1 = 0 et k
r
t = 0 a aussi e´te´ envisage´ mais la
simulation n’a pas, pour le moment, pu eˆtre mene´e en jusqu’a` son terme. Les re´sultats obtenus
semblent tout de meˆme indiquer un sce´nario similaire a` celui obtenu expe´rimentalement par
Seffen et Pellegrino mais ne permettent pas d’e´tablir si les deux plis se rejoignent au centre du
ruban.
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IV.3.3.a Avec krt libre et β
e et βe,1 bloque´s en 0 et en L
Dans ce premier cas sans perturbation exte´rieure, on empeˆche la de´formation de la section dans
son plan (βe = βe0 et β
e
,1 = 0) en chaque extre´mite´ du ruban. On obtient alors un premier
sce´nario pre´sente´ a` la Figure IV.12, similaire a` celui obtenu pour la flexion avec courbures de
sens oppose´s (cf. IV.3.2.a), qui conduit a` l’apparition d’un pli localise´ tandis que le me`tre ruban
conserve un comportement plan.
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Figure IV.12: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion avec courbures de
meˆme sens (encastrements mobiles)
Quelques dissemblances existent cependant entre les deux sce´narios et donnent des pistes sur
l’origine de la diffe´rence de comportement constate´e expe´rimentalement entre la flexion dans le
plan avec courbures de sens oppose´s et de meˆme sens. On remarque notamment au de´but de
l’essai (de´forme´e 2 ) une variation de la valeur de βe le long du ruban. Cette constatation est
confirme´e par la Figure IV.14 b) ou` la courbe 2 de βe en fonction de s1 pre´sente effectivement
des oscillations pe´riodiques. Si l’on regarde l’e´volution de βe autour de cet incre´ment de rotation,
on retrouve les meˆmes oscillations spatiales d’amplitude plus ou moins grande.
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Figure IV.13: E´volution de a) ue et b) θ2 en 0 et en L au cours de l’essai de
flexion avec courbures de meˆme sens (encastrements mobiles)
Ce phe´nome`ne est duˆ a` la compression qui se de´veloppe sur les bords longitudinaux du ruban et
qui engendre un flambage local des sections le long de celui-ci. L’ouverture localise´e des sections
permet en effet de re´duire la compression sur ces bords, de la meˆme manie`re que le flambage
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par flexion que l’on observe lors de la compression d’une poutre a` section inde´formable en non-
line´aire. Ce phe´nome`ne se traduit par une oscillation spatiale de la valeur de βe en fonction de
s1, qui se retrouve e´galement dans la variation de la densite´ line´ique de l’e´nergie de de´formation
ue (voir Figure IV.13).
Le fait que les bords libres du ruban soient en compression rend cette configuration instable
et peut facilement conduire au flambement du me`tre ruban hors de son plan, comme on le
constate expe´rimentalement, en pre´sence de de´faut(s) au niveau du ruban lui-meˆme ou de l’ap-
plication des conditions aux limites. Le mode`le e´tant exempt de telles imperfections, la solution
calcule´e par COMSOL reste syme´trique et conduit, lorsque la rotation impose´e est suffisante, a`
la localisation de la de´formation au centre du ruban avec l’apparition d’un pli (de´forme´e 3 ).
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Figure IV.14: a) Relation M2(θ2) en s1 = 0 et e´volution b) de β
e, c) de θ2
et d) de la de´forme´e de la ligne de re´fe´rence au cours de l’essai de flexion avec
courbures de meˆme sens (encastrements mobiles)
Dans l’essai inverse, les bords longitudinaux du me`tre ruban sont soumis a` de la tension et non
de la compression, ce qui explique la diffe´rence de comportement observe´e expe´rimentalement.
Le pli obtenu, dont la courbure longitudinale est de meˆme sens que la courbure transversale
initiale de la section, posse`de les meˆmes caracte´ristiques que son homologue avec courbures de
sens oppose´s. En effet, on voit a` la Figure IV.14 b) que la section est quasiment plate dans la
zone centrale du pli tandis que la Figure IV.14 c) permet de calculer le rayon de courbure dans
la direction longitudinale qui est bien environ e´gal a` r0.
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Lorsqu’on augmente l’amplitude de la rotation la zone plate s’e´tend progressivement le long
du ruban, comme l’illustrent les de´forme´es 4 et 5 . Durant la phase de de´chargement le pli
perdure pour une valeur de la rotation plus faible, de meˆme que pour l’essai avec courbures de
sens oppose´s. Si l’on compare la relation moment-rotation obtenue a` celle de l’essai inverse (cf.
Figures IV.14 vs IV.6 a)), on retrouve bien la meˆme pente a` l’origine mais on remarque que la
re´ponse devient beaucoup plus rapidement non-line´aire. Le premier saut de solution a lieu pour
une rotation a` peu pre`s e´quivalente mais pour un moment critique moins e´leve´ et le moment de
propagation associe´ a` la configuration plie´e est e´galement infe´rieur. Lors du de´chargement, le
second saut de solution conduit par contre a` une valeur du moment supe´rieure.
IV.3.3.b Avec krt , β
e et βe,1 libres en 0 et en L
Dans ce second cas de figure, toujours en l’absence de perturbation exte´rieure, la section est
laisse´e libre de se de´former en chaque extre´mite´ du me`tre ruban. Le sce´nario obtenu est e´quivalent
a` celui obtenu pour la flexion avec courbures de sens oppose´s (cf. §IV.3.2.b), mais avec une
courbure longitudinale inverse comme on peut le voir a` la Figure IV.15.
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Figure IV.15: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion avec courbures de
meˆme sens (extre´mite´s libres)
L’ouverture de la section se fait de manie`re progressive au cours de l’essai et est identique sur
toute la longueur du ruban (voir Figure IV.17 b)). De plus, la torsion e´tant nulle le gauchissement
l’est e´galement, la densite´ line´ique de l’e´nergie de de´formation est donc constante suivant s1
durant la totalite´ de l’essai (cf. Figure IV.16). Enfin, la Figure IV.17 c) montre que la courbure
dans la direction longitudinale est ici aussi constante, θ2 e´tant une fonction line´aire en s1.
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Figure IV.16: E´volution de a) ue et b) θ2 en 0 et en L au cours de l’essai de
flexion avec courbures de meˆme sens (extre´mite´s libres)
La courbe moment-rotation pre´sente´e a` la Figure IV.17 a) est tre`s proche de celle pre´sente´e a`
la Figure IV.11 mais la valeur du moment a` la fin de l’essai est ici le´ge`rement ne´gative. Si l’on
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augmente l’amplitude de la rotation au-dela` de pi/2 le moment retrouve une valeur positive, ce
changement de signe n’est donc que temporaire. Ce re´sultat, qui peut sembler surprenant, a e´te´
retrouve´ de manie`re analytique a` partir du mode`le en supposant βe uniforme et la de´formation
d’extension de la ligne de re´fe´rence er nulle. La de´marche est de´taille´e en Annexe 4 tandis que la
relation moment-rotation obtenue est pre´sente´e a` la Figure IV.18. On constate une tre`s bonne
ade´quation des re´sultats ce qui montre que ce phe´nome`ne n’est pas lie´ a` un proble`me nume´rique
ou a` l’amortissement introduit dans le mode`le pour sa re´solution dans COMSOL.
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Figure IV.17: a) Relation M2(θ2) en s1 = 0 et e´volution b) de β
e, c) de θ2
et d) de la de´forme´e de la ligne de re´fe´rence au cours de l’essai de flexion avec
courbures de meˆme sens (extre´mite´s libres)
Bien qu’il semble que le terme responsable de ce re´sultat soit le terme D12 k
r
2(β
e)2 qui est de
signe inverse par rapport aux autres, nous n’avons pas a` l’heure actuelle le recul suffisant pour
juger des implications de ce re´sultat. Mais il est important de garder a` l’esprit que cette solution
ainsi que la pre´ce´dente (cf. §IV.3.3.a), qui pre´disent un comportement plan, ne sont de toute
manie`re pas stables pour de telles amplitudes de la rotation. En effet, on observe toujours expe´-
rimentalement un comportement tridimensionnel meˆlant flexion et torsion dans le cas de me`tres
rubans suffisamment longs et courbe´s.
De plus, meˆme l’ajout d’une perturbation n’influant pas sur la syme´trie de la solution per-
met, comme dans l’essai du §IV.3.2.b, d’obtenir une solution pour laquelle la de´formation n’est
plus uniforme mais localise´e sur certaines zones du me`tre ruban. Il s’agit ici aussi d’un faible
moment d’ouverture mβe nul aux extre´mite´s et maximal au centre du me`tre ruban( mβe(L/2)
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= 1e-6 N). Le sce´nario obtenu, pre´sente´ a` la Figure IV.19 est tre`s similaire a` celui pre´sente´ au
§IV.3.2.b avec l’apparition de deux plis aux extre´mite´s du me`tre ruban. La courbe moment-
rotation (courbe turquoise) est compare´e a` celle obtenue sans perturbation (courbe bleue) a` la
Figure IV.17 a) et correspond a` un flambage par point limite avec la pre´sence de deux sauts de
solution qui te´moignent de la diffe´rence de comportement entre les phases de chargement et de
de´chargement.
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Figure IV.18: Comparaison de la relation M2(θ2) en s1 = 0 obtenue
analytiquement et nume´riquement pour l’essai de flexion avec courbures de meˆme
sens (extre´mite´s libres)
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Figure IV.19: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion avec courbures de
meˆme sens (extre´mite´s libres)
en pre´sence d’une perturbation mβe
IV.3.3.c Sous perturbation avec krt libre et β
e et βe,1 bloque´s en 0 et en L
N’ayant pas obtenu de comportement tridimensionnel, on ajoute au premier cas de figure (cf.
§IV.3.3.a) une perturbation sous la forme d’une densite´ line´ique de force suivant e2 e´gale a` 1e-8
N.m-1. Cette imperfection introduite dans le mode`le permet a` COMSOL de suivre une branche
de solution correspondant au sce´nario pre´sente´ a` la Figure IV.20 ou` le me`tre ruban affiche un
comportement meˆlant flexion et torsion.
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Figure IV.20: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion avec courbures de
meˆme sens (encastrements imparfaits)
en pre´sence d’une perturbation f2
Au de´but de l’essai, la perturbation introduite provoque presque imme´diatement un de´versement
de la partie centrale du ruban, tel que la rotation des sections autour de er1 est ne´gative (de´forme´e
2 ) et que la courbure de torsion est une fonction line´aire de s1 (cf. courbe 2 Figure IV.22 d)).
Cela se traduit, sur la relation moment-rotation pre´sente´e a` la Figure IV.22 a), par un premier pic
entre les points 1 et 2 qui correspond au moment ou` la solution obtenue commence a` diffe´rer
de la solution non perturbe´e (cas IV.3.3.a). Au niveau de la de´forme´e 3 , la torsion devient tre`s
importante et la courbe 3 de la Figure IV.22 b) montre que la section s’est le´ge`rement ouverte
dans la partie centrale du me`tre ruban tandis qu’on observe une amorce de pli a` proximite´ des
bords.
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Figure IV.21: E´volution de a) ue et b) θ2 en 0 et en L au cours de l’essai de
flexion avec courbures de meˆme sens (encastrements imparfaits)
en pre´sence d’une perturbation f2
Lorsque l’amplitude de la rotation devient plus importante, les amorces de pli aux extre´mite´s
du ruban s’estompent au profit de l’apparition d’un unique pli en s1 = L/2 dont la courbure
longitudinale est de sens oppose´ a` la courbure transversale initiale de la section (de´forme´e 4 ).
Ce pli permet ensuite le de´versement de toute la partie centrale du ruban (de´forme´e 5 ) avec
une amplitude de la rotation de torsion de la section situe´e en s1 = L/2 proche de 2pi rad. Ce
phe´nome`ne conduit a` la pre´sence d’une courbure de torsion importante dans les deux bras du
ruban, comme le montrent les courbes 5 a` 7 de la Figure IV.22 d). Lors du de´chargement,
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on observe ici aussi la persistance du pli pour une rotation des extre´mite´s plus faible que celle
associe´e a` son apparition (voir de´forme´e 8 et courbe associe´e a` la Figure IV.22 a)).
Ce sce´nario se traduit par une densite´ line´ique ue de l’e´nergie de de´formation qui est concentre´e
en 0 et en L au de´but de l’essai, puis en L/2 une fois le pli central apparu (cf. Figure IV.21).
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Figure IV.22: a) Relation M2(θ2) en s1 = 0 et e´volution b) de β
e, c) de θ2
et d) de la de´forme´e de la ligne de re´fe´rence au cours de l’essai de flexion avec
courbures de meˆme sens (encastrements imparfaits)
en pre´sence d’une perturbation f2
IV.3.3.d Sous perturbation avec krt , β
e et βe,1 libres en 0 et en L
On ajoute maintenant une perturbation au second cas de figure (cf. §IV.3.3.b), toujours sous la
forme d’une densite´ line´ique de force suivant e2 e´gale a` 1e-8 N.m
-1. Dans ce cas e´galement, cet
ajout conduit a` un comportement tridimensionnel du me`tre ruban. Le sce´nario obtenu, diffe´rent
du pre´ce´dent, est pre´sente´ a` la Figure IV.23.
On constate que les premie`res de´forme´es obtenues sont similaires a` celles de l’essai pre´ce´dent
(cf. §IV.20), mais que la zone centrale du me`tre ruban pre´sente une rotation de torsion moins
marque´e a` la de´forme´e 3 . Lorsque la rotation s’intensifie, on observe une localisation de la
de´formation (aplatissement de la section et courbure de torsion) pre`s des extre´mite´s du ruban
(de´forme´e 3 et courbe associe´e a` la Figure IV.25 b) et d)). Cette localisation est suivie par
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l’aplatissement total de la section en s1 = 0 et en s1 = L (de´forme´e 4 et courbe associe´e a`
la Figure IV.25 b)), le me`tre ruban retrouvant alors une configuration plane. Cela s’illustre,
sur la Figure IV.25 a), par la pre´sence d’un second saut de solution entre les points 3 et 4 .
On remarque sur cette meˆme figure que le moment critique associe´ a` l’aplatissement total des
sections est significativement plus faible que pour les autres cas de figures de cet essai de flexion
avec courbures de meˆme sens.
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Figure IV.23: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion avec courbures de
meˆme sens (extre´mite´s libres)
en pre´sence d’une perturbation f2
Si l’on augmente encore la rotation impose´e, les deux zones plates s’e´tendent progressivement
mais restent localise´es au niveau des extre´mite´s du ruban (de´forme´e 5 ). La densite´ line´ique ue
de l’e´nergie de de´formation est donc maximale en 0 et en L et quasiment nulle dans la partie
centrale du me`tre ruban durant la plus grande partie de l’essai, comme le montre la Figure
IV.24.
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Figure IV.24: E´volution de a) ue et b) θ2 en 0 et en L au cours de l’essai de
flexion avec courbures de meˆme sens (extre´mite´s libres)
en pre´sence d’une perturbation f2
Lors du de´chargement, la section reste aplatie en chaque extre´mite´ du me`tre ruban pour une
valeur plus faible de la rotation (de´forme´e 6 ). La relation moment-rotation (voir Figure IV.25
a)) pre´sente donc un troisie`me saut de solution diffe´rent du second, qui a lieu entre les points 6
et 7 . Durant la fin de l’essai, la solution suit ensuite le meˆme cheminement que pour la phase
de chargement.
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Figure IV.25: a) Relation M2(θ2) en s1 = 0 et e´volution b) de β
e, c) de θ2
et d) de la de´forme´e de la ligne de re´fe´rence au cours de l’essai de flexion avec
courbures de meˆme sens (extre´mite´s libres)
en pre´sence d’une perturbation f2
IV.3.4 Flexion hors plan autour de e3
Ce quatrie`me essai est e´galement un essai de flexion mais cette fois-ci dans le plan (e1,e2), la
rotation impose´e est donc une rotation autour de l’axe e3. Comme les sections du me`tre ruban
sont initialement syme´triques par rapport a` cet axe, le comportement est identique quel que
soit le sens de la flexion. On pre´sente ici les re´sultats obtenus pour une rotation positive en 0 et
ne´gative en L :
q0 = cos(±
θ
2
), q3 = sin(±
θ
2
) et q1 = q2 = 0.
Dans les diffe´rents cas pre´sente´s ci-apre`s, nous avons tout d’abord fait augmenter l’amplitude θ
de cette rotation de 0 rad a` environ 1,5 rad (phase 1) puis jusqu’a` pi rad (phase 2). Durant la pre-
mie`re phase, le de´placement du barycentre de la section en s1 = 0 est bloque´ (u1 = u2 = u3 = 0)
tandis qu’on autorise le de´placement axial suivant e1 pour le barycentre de la section en s1 = L
(u2 = u3 = 0). Durant la seconde phase, tous les de´placements sont bloque´s en 0 et en L, u1(L)
e´tant fixe´ a` la valeur atteinte a` la fin de la premie`re phase.
La de´formation des sections aux extre´mite´s du ruban peut eˆtre ici aussi laisse´e libre ou bien
contrainte en imposant des conditions aux limites sur krt , β
e et βe,1. Afin de comparer l’influence
IV.3. Essais statiques 123
de ces choix, trois cas de figure ont e´te´ simule´s : un premier cas ou` les sections sont laisse´es libres
de se de´former, un second correspondant a` un encastrement mobile imparfait avec βe = βe0 et
βe,1 = 0 mais k
r
t libre, ainsi qu’un troisie`me cas correspondant a` un encastrement mobile par-
fait avec βe = βe0, β
e
,1 = 0 et k
r
t = 0 (i.e. pas de gauchissement possible aux extre´mite´s du ruban).
Comme nous allons le voir, cet essai permet d’illustrer la capacite´ du mode`le a` reproduire trois
points cle´s du comportement des me`tres rubans. En premier lieu, l’existence de´ja` identifie´e de
couplages entre la flexion et la torsion caracte´ristiques du comportement en trois dimensions des
rubans. En second, l’apparition d’un pli localise´ en trois dimensions. Enfin, la duplication d’un
pli en deux plis distincts sous l’influence des conditions aux limites.
Lorsqu’on re´alise cet essai en manipulant un me`tre ruban, on peut observer deux sce´narios
diffe´rents. En effet, celui-ci peut se de´verser dans deux directions selon que la rotation des sec-
tions centrales soit positive ou ne´gative. On observe e´galement pour cet essai un comportement
parfois dissyme´trique par rapport a` la section centrale en s1 = L/2. Nous allons voir qu’en
fonction des conditions aux limites impose´es nous retrouvons bien ces diffe´rents phe´nome`nes.
IV.3.4.a Avec krt , β
e et βe,1 libres en 0 et en L
Dans ce premier cas de figure, on observe un de´versement du me`tre ruban plus marque´ en son
centre, tel que les sections subissent une rotation d’angle ne´gatif autour de er1 comme on peut
le voir a` la de´forme´e 2 de la Figure IV.26. Ce phe´nome`ne permet au ruban de pre´senter une
inertie quadratique plus faible vis a` vis de la flexion autour de e3 qui lui est impose´e et de´coule
de l’existence d’un couplage entre la flexion autour de er3 et la torsion. Ce couplage est duˆ a` la
pre´sence du terme −D11
(
y y,2 z,2 + z(z,2)2
)
kr3 k
r
t,1 dans l’expression III.62 de la densite´ line´ique
de l’e´nergie de de´formation de poutre ure (voir §III.2.3 Chapitre III).
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Figure IV.26: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion hors plan
(extre´mite´s libres)
Ce de´versement s’accompagne d’une fermeture des sections (βe > βe0) et de l’apparition de
gauchissement (krt et ω 6= 0) a` proximite´ des extre´mite´s du ruban, comme on peut le voir a`
la courbe 2 de la Figure IV.28 b) et d). Cette de´formation des extre´mite´s du me`tre ruban se
traduit par la pre´sence de deux pics en 0 et en L pour t compris entre 0 et 0,1 sur la Figure
IV.27 a) qui repre´sente l’e´volution de la densite´ line´ique de l’e´nergie de de´formation au cours de
l’essai.
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Lorsque la rotation des extre´mite´s devient trop importante, on observe la localisation de la de´for-
mation de flexion au centre du ruban (voir Figure IV.27) graˆce a` l’apparition d’un pli (de´forme´es
3 a` 5 ). Ce pli 3D posse`de des caracte´ristiques proches de celles d’un pli 2D classique, mais
non rigoureusement identiques. En effet, la zone centrale du pli pre´sente un rayon de courbure
dans la direction longitudinale constant mais le´ge`rement supe´rieur a` celui d’un pli 2D.
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Figure IV.27: E´volution de a) ue et b) θ3 en 0 et en L au cours de l’essai de
flexion hors plan (extre´mite´s libres)
L’apparition de ce pli s’accompagne d’un changement de re´partition de la courbure de torsion le
long du ruban comme on peut le voir en comparant les courbes 2 et 4 de la Figure IV.28 d)).
krt reste antisyme´trique par rapport a` s1 = L/2 mais devient pratiquement nulle aux jonctions de
la zone plate et des zones de transition. Le gauchissement est donc pre´ponde´rant dans les deux
bras du me`tre ruban bien qu’il y en ait e´galement dans les zones de transition. Il est par contre
absent de la zone centrale du pli ou` la fonction de gauchissement est quasiment nulle puisque la
section est pratiquement plate. On remarque e´galement a` la de´forme´e 4 que les deux bras du
me`tre ruban ne sont plus tout a` fait droits mais pre´sentent une le´ge`re courbure de flexion dans
la direction longitudinale en sus de la courbure de torsion, dont l’origine est le couplage entre la
torsion et la flexion autour de er2 identifie´ a` l’essai pre´sente´ au §IV.3.1.
A` la fin de la premie`re phase (de´forme´e 5 ), les deux bras du me`tre ruban sont pratiquement
paralle`les et on bloque les de´placements dans les trois directions de l’espace en s1 = 0 et en
s1 = L. L’augmentation de la rotation impose´e en chaque extre´mite´ du ruban va alors conduire,
au de´but de la seconde phase (de´forme´e 6 ), a` l’extension de la zone plate dont le rayon de
courbure dans la direction longitudinale n’est plus constant (voir courbe 6 Figure IV.28 c)).
Cette modification de la ge´ome´trie du pli s’accompagne d’une le´ge`re augmentation de la valeur
maximale de ue en s1 = L/2 (cf. Figure IV.27).
Lorsque la zone plate devient trop e´tendue, le pli se divise en deux plis distincts (de´forme´e
7 ) qui pre´sentent une ge´ome´trie proche du pli initial (courbe 7 Figure IV.28 c)). La torsion
est alors nulle dans toute la partie centrale du ruban qui retrouve sa ge´ome´trie non de´forme´e
(cf. courbe 7 Figure IV.28 d)). A` la fin de l’essai, toute la torsion a disparue (courbe 9 Figure
IV.28 d)) et le me`tre ruban retrouve une configuration plane avec deux plis syme´triques. Comme
on peut le voir Figure IV.28 b) et c), la zone centrale de ces plis 2D est bien plate et leur rayon
de courbure longitudinal est quasiment e´gal au rayon de courbure initial de la section r0.
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Si l’on s’inte´resse a` l’e´volution du moment de flexion autour de e3 en fonction de la rotation im-
pose´e (voir Figure IV.27), on remarque que le moment critique associe´ a` l’apparition du premier
pli est environ 1,6 fois plus e´leve´ que pour l’apparition du pli 2D dans l’essai de flexion dans
le plan avec courbures de sens oppose´s (cf. IV.3.2), tandis que le moment de propagation est
quasiment identique. Le second moment critique associe´ a` la division du premier pli en deux plis
distincts est par contre beaucoup plus faible. Enfin, on retrouve bien un momentM3 nul a` la fin
de l’essai quand le ruban a retrouve´ une de´forme´e plane (le moment de flexion autour de e2 n’est
par contre pas nul). Bien que n’ayant pas pu a` l’heure actuelle reproduire un tel sce´nario avec
le mode`le de coque re´solu dans ABAQUS, cette re´partition des valeurs des diffe´rents moments
critiques semble se retrouver lorsque l’on reproduit manuellement ces deux sce´narios.
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Figure IV.28: a) Relation M3(θ3) en s1 = 0 E´volution de b) β
e, c) θ3
et d) krt au cours de l’essai de flexion hors plan (extre´mite´s libres)
IV.3.4.b Avec krt libre et β
e et βe,1 bloque´s en 0 et en L
Le meˆme essai avec l’ouverture de la section bloque´e en 0 et en L (βe = βe0 et β
e
,1 = 0) conduit
a` un sce´nario identique (voir Figure IV.26) ainsi qu’a` des re´sultats tre`s similaires mais on note
toutefois quelques diffe´rences, notamment au niveau de l’e´volution de l’ouverture des sections.
En effet, βe e´tant e´gal a` βe0 aux extre´mite´s du ruban, la section ne peut plus se refermer au
de´but de l’essai comme dans le cas de figure pre´ce´dent. Les courbes 2 et 4 de la Figure IV.30
b) ne sont alors plus identiques a` leurs homologues de la Figure IV.28.
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Figure IV.29: E´volution de a) ue et b) θ3 en 0 et en L au cours de l’essai de
flexion hors plan (encastrements mobiles imparfaits)
La courbure de torsion est e´galement affecte´e dans sa re´partition le long du ruban et son am-
plitude, comme on peut le voir en comparant les courbes 2 et 4 des Figures IV.28 et IV.30
d). Cette diminution de la courbure de torsion aux extre´mite´s du ruban ajoute´e a` l’impossibilite´
de ces sections a` se de´former dans leur plan se traduit logiquement sur la Figure IV.29 par une
re´duction de l’intensite´ des deux pics de ue associe´s a` cette phase de l’essai.
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Figure IV.30: a) Relation M3(θ3) en s1 = 0 et e´volution de b) β
e,
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r
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Bien que n’ayant pas d’effet sur le sce´nario obtenu, cette condition aux limites supple´mentaire
engendre un comportement plus raide durant la premie`re phase de l’essai avec un moment
critique associe´ a` l’apparition du premier pli plus e´leve´, comme on peut le voir a` la Figure IV.30
a) compare´ a` la Figure IV.28 a). Le comportement dans la suite de l’essai (i.e. apre`s l’apparition
du pli) n’est par contre pas affecte´.
IV.3.4.c Avec krt , β
e et βe,1 bloque´s en 0 et en L
Dans ce dernier cas, la de´formation des extre´mite´s du ruban est totalement proscrite. On obtient
alors un sce´nario diffe´rent, pre´sente´ a` la Figure IV.31, qui correspond au second cas de figure
e´voque´ au de´but du paragraphe IV.3.4 et qui n’est plus totalement syme´trique.
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Figure IV.31: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de flexion hors plan
(encastrements mobiles parfaits)
Le de´versement du me`tre ruban a ici lieu avec une rotation des sections autour de er1 positive,
comme on peut le voir sur la Figure IV.33 d) ou` la courbure de torsion est de signe inverse.
Lorsque l’amplitude de la rotation impose´e est suffisante, on observe aussi une localisation de la
de´formation au centre du ruban (de´forme´e 2 et Figure IV.32) mais les conditions aux limites
plus strictes vont empeˆcher la formation d’un pli a` cet endroit. On assiste alors a` l’apparition
de deux plis syme´triques a` proximite´ des extre´mite´s du ruban (voir de´forme´e 3 et courbe asso-
cie´e a` la Figure IV.33 b)) dont les courbures longitudinales sont de meˆme sens que la courbure
transversale initiale de la section.
Ces plis vont permettre a` la partie centrale du ruban de se de´verser davantage (de´forme´e 4 )
et de pre´senter ainsi une inertie quadratique plus faible a` la flexion autour de e3, de meˆme que
dans le sce´nario pre´ce´dent. Pour une rotation un peu plus importante, ces plis disparaissent
partiellement (de´forme´e 5 ) et les zones de de´formation restantes vont se propager vers le centre
du ruban jusqu’a` l’apparition d’un pli au milieu de celui-ci (de´forme´e 7 ).
Entre les de´forme´es 5 et 7 , le comportement du ruban n’est plus totalement syme´trique et on
observe une propagation plus rapide de la zone de de´formation dans le bras du ruban compris
entre 0 et L/2 (de´forme´e 6 ). Cette dissyme´trie se retrouve dans la re´partition de la densite´
line´ique de l’e´nergie de de´formation ue pre´sente´e a` la Figure IV.32, ainsi que sur la re´partition
de θ3, β
e et krt a` la courbe 6 de la Figure IV.33 b), c) et d).
Apre`s avoir bloque´ les de´placements des extre´mite´s du ruban et de´bute´ la seconde phase de
l’essai, on observe une extension de la zone centrale du pli qui reste moins importante que pour
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le sce´nario pre´ce´dent (de´forme´e 8 ). Cette configuration est fortement instable, comme on peut
le constater en re´alisant cet essai avec un me`tre de mesure. Elle n’est donc pas propice a` la
division du pli central en deux plis distincts mais conduit a` l’apparition d’un second pli sur le
bras du ruban compris entre 0 et L/2 (de´forme´e 9 ).
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Figure IV.32: E´volution de a) ue et b) θ3 en 0 et en L au cours de l’essai de
flexion hors plan (encastrements mobiles parfaits)
Une fois ce second pli apparu, le me`tre ruban retrouve progressivement une configuration sy-
me´trique (de´forme´e 10 ) puis finalement plane (de´forme´e 11 ). Les deux plis 2D ainsi obtenus,
dont la courbure longitudinale est de meˆme sens que la courbure transversale initiale de la sec-
tion, posse`dent bien les caracte´ristiques ge´ome´triques attendues. Leur rayon de courbure dans
la direction longitudinale est pratiquement e´gal a` r0 et la section est quasiment plate dans la
zone centrale de chacun de ces plis (cf. courbe 11 Figure IV.33 b) et c)).
Si l’on s’inte´resse a` l’e´volution du moment autour de e3 en fonction de la rotation impose´e
autour de ce meˆme axe (cf. Figure IV.33 a)), on obtient une courbe a` l’allure proche de celles
obtenues dans les deux cas pre´ce´dents mais qui pre´sente quelques diffe´rences. Tout d’abord, le
premier moment critique (entre 1 et 3 ) est ici associe´ a` l’apparition des deux plis aux extre´-
mite´s du ruban et non a` l’apparition d’un pli central et sa valeur est plus e´leve´e. On observe
e´galement un second moment critique (entre 4 et 6 ) absent des courbes pre´ce´dentes qui cor-
respond a` la disparition des deux plis et a` la cre´ation du pli central, avec un passage par une
premie`re de´forme´e dissyme´trique en 5 . Le troisie`me moment critique (entre 7 et 9 ) traduit
l’apparition du second pli dans le bras du ruban compris entre 0 et L/2 et est du meˆme ordre
de grandeur que le moment critique lie´ a` la division du pli central en deux plis distincts dans le
sce´nario pre´ce´dent. A` la fin de l’essai, le moment autour de e3 retrouve bien une valeur nulle.
Remarque : Le comportement dissyme´trique du ruban sous une sollicitation pourtant syme´-
trique peut indiquer l’existence de deux solutions selon le bras sur lequel le pli apparaˆıt. Si cela
est bien le cas, le fait que le solveur favorise une des deux solutions en l’absence de perturbation
pourrait eˆtre lie´ a` l’amortissement ajoute´ au mode`le.
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IV.4 Essai dynamique
IV.4.1 De´ploiement d’un ruban plie´ en trois dimensions
Cet essai dynamique, pre´sente´ aux Figures ?? et ??, correspond au de´ploiement d’un me`tre
ruban initialement plie´ en trois dimensions et est divise´ en quatre phases. La premie`re consiste
a` obtenir un pli en deux dimensions par flexion dans le plan avec courbures de meˆme sens, avec
krt libre et β
e = βe0 comme dans l’essai pre´sente´ au paragraphe IV.3.3.a. L’amplitude finale de
la rotation impose´e autour de e2 en chaque extre´mite´ est par contre limite´e a` pi/4 rad de telle
sorte que les deux bras du me`tre ruban forment un angle de pi/2 rad a` la de´forme´e 2 .
La seconde phase consiste a` bloquer les de´placements des extre´mite´s et a` leur imposer a` chacune
une seconde rotation autour de er1 de sens oppose´s et d’amplitude finale pi/4 rad (en utilisant
la formule de composition des rotations vue au §III.7.5.b du Chapitre III), ce qui permet de
transformer le pli 2D en un pli 3D (de´forme´e 3 ). Ces deux e´tapes se passent en quasi-statique
et en l’absence de gravite´.
La troisie`me e´tape consiste a` appliquer la gravite´, oriente´e suivant e2, graˆce a` l’ajout d’une
densite´ line´ique de force e´gale a` f2 = 2 ah ρ g e2 multiplie´e par une fonction du parame`tre de
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charge t pour permettre son application progressive suivie d’un temps de stabilisation (de´forme´e
4 ). Durant cette phase, e´galement re´alise´e en quasi-statique, la totalite´ des de´placements et des
rotations des deux extre´mite´s du ruban sont bloque´s.
La dernie`re phase correspond au de´ploiement du me`tre ruban et se re´sume a` la libe´ration de
l’extre´mite´ situe´e en s1 = L sans vitesse initiale. Cette section est alors libre de translater, de
tourner et de se de´former (krt , β
e et βe,1 libres). Le sce´nario de de´ploiement obtenu est pre´sente´
a` la Figure IV.34, de´forme´es 5 a` 24 .
Cet essai est assez similaire a` un essai re´alise´ expe´rimentalement par Walker et Aglietti pre´-
sente´ au §I.2.2 du Chapitre I. Le sce´nario obtenu les a conduit a` identifier trois e´tapes dans le
de´ploiement : tout d’abord la disparition de la torsion dans le bras libre, puis le de´ploiement de
celui-ci et finalement la disparition du pli [133].
Dans l’essai pre´sente´ ici, on retrouve globalement ces meˆmes trois e´tapes bien que l’inertie
du bras libre rende plusieurs cycles ne´cessaires pour que le ruban retrouve sa configuration non
de´forme´e. De ce fait, on observe un mouvement de balancier de l’extre´mite´ libre avec des os-
cillations de torsion couple´es a` des oscillations dans le de´placement du pli qui migre le long du
ruban et interagit avec l’encastrement en s1 = 0.
Entre les de´forme´es 5 et 7 , quasiment toute la torsion disparaˆıt du me`tre ruban graˆce a`
la rotation du bras libre. On observe ensuite le de´ploiement de ce bras libre (de´forme´es 7 a` 9 )
mais son inertie ne lui permet pas de s’arreˆter et conduit ensuite a` plusieurs oscillations du bras
libre en torsion (de´forme´es 10 a` 24 ). Une premie`re oscillation peut eˆtre observe´e entre les
de´forme´es 10 et 14 suivie d’une seconde entre les de´forme´es 15 et 19 , l’amplitude maximale
de la rotation de la section situe´e en s1 = L atteignant son maximum a` la de´forme´e 17 . Le sens
de rotation de cette extre´mite´ s’inverse ensuite pour la 3e et dernie`re oscillation (de´forme´es 20
a` 24 ) a` la fin de laquelle le ruban retrouve finalement sa configuration non de´forme´e.
Dans le meˆme temps, la zone centrale du ruban qui e´tait aplatie au de´but de l’essai se re´-
duit pour former un pli localise´ tandis qu’une amorce de pli se forme e´galement a` proximite´ de
l’encastrement sous l’effet de la gravite´ (de´forme´e 7 ). Le pli central se divise ensuite en deux
plis distincts (de´forme´e 8 ) dont l’un se de´place en direction de l’extre´mite´ libre du ruban et dis-
paraˆıt rapidement (de´forme´es 8 a` 12 ), tandis que l’autre se de´place en direction de l’extre´mite´
encastre´e ce qui l’ame`ne a` fusionner avec l’amorce de pli pre´ce´demment apparue (de´forme´es 8
a` 11 ). Ce pli finit par parvenir au niveau de l’encastrement a` la de´forme´e 13 et « rebondit »
sur celui-ci qui empeˆche la section en s1 = 0 de s’aplatir. La viscosite´ ajoute´e dans le mode`le
sur le parame`tre cine´matique βe conduit a` une dissipation d’e´nergie lors de ce rebond, ce qui se
traduit par une disparition du pli a` la de´forme´e 19 .
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Figure IV.34: De´forme´es caracte´ristiques de l’essai de de´ploiement
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IV.5 Conclusion du quatrie`me chapitre
L’exploitation du mode`le de poutre a` section flexible dans son plan et de´formable par gau-
chissement de torsion pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent est fortement facilite´ par l’utilisation de
COMSOL. En effet, la capacite´ de ce logiciel a` effectuer une diffe´rentiation automatique de l’ex-
pression du principe d’Hamilton permet de re´soudre directement par la me´thode des e´le´ments
finis le proble`me e´lasto-statique ou e´lasto-dynamique associe´, simplement a` partir des expres-
sions des densite´s line´iques de l’e´nergie potentielle et e´ventuellement de l’e´nergie cine´tique.
Le nombre de parame`tres cine´matiques limite´ de ce mode`le unidimensionnel facilite le pilo-
tage de celui-ci relativement a` un mode`le de coque. Cela a notamment permis de comparer
pour chaque essai l’influence des conditions aux limites sur la de´formation des sections sur le
sce´nario obtenu. Mais cela rend e´galement l’interpre´tation des re´sultats plus aise´e, de meˆme que
l’identification des termes responsables de l’apparition de certains phe´nome`nes observe´s expe´ri-
mentalement (e.g. les couplages flexion-torsion).
L’utilisation des quaternions permet de simuler des sce´narios en grandes rotations (amplitude
supe´rieure a` 2pi rad) ainsi que des compositions de rotations de manie`re relativement simple,
bien que cela complique la prise en compte des moments ge´ne´ralise´s. Une approche base´e sur le
calcul de la puissance des efforts exte´rieurs permet tout de meˆme d’identifier ces moments de
manie`re assez directe et sans difficulte´ majeure.
Les essais quasi-statiques re´alise´s ont permis de valider qualitativement le mode`le en montrant
que l’on retrouve les phe´nome`nes plus ou moins complexes observe´s expe´rimentalement (e.g.
flambage, couplages flexion-torsion, duplication et fusion de plis...). On retrouve e´galement d’un
point de vue quantitatif quelques valeurs donne´es dans la litte´rature ou obtenues avec un mo-
de`le de coque re´solu par un calcul e´le´ments finis dans ABAQUS. La ge´ome´trie d’un pli en deux
dimensions est en effet correctement estime´e par le mode`le : le rayon de courbure longitudinal
est constant et quasiment e´gal au rayon de courbure initial de la section, tandis que la courbure
transversale de cette dernie`re est quasiment nulle. Le moment de propagation d’un pli 2D, pre´dit
par notre mode`le dans le cas de l’essai de flexion dans le plan avec courbures de sens oppose´s,
est e´quivalent a` celui obtenu avec ABAQUS. Enfin, la comparaison des re´sultats du mode`le
unidimensionnel avec ceux du mode`le bidimensionnel dans le cas de l’essai de torsion apporte
une premie`re validation de la manie`re dont le gauchissement a e´te´ pris en compte dans un cadre
de grandes rotations et pour une section de´formable dans son plan.
L’essai dynamique montre, quant a` lui, la capacite´ du mode`le a` reproduire qualitativement des
essais complexes en plusieurs e´tapes et a` simuler le de´ploiement d’un me`tre ruban en trois di-
mensions avec les effets dynamiques associe´s (inertie, interaction d’un pli avec les conditions aux
limites, etc.). De tels essais sont particulie`rement difficiles a` simuler avec les outils nume´riques
commerciaux actuellement disponibles (e.g. mode`le de coque re´solu avec ABAQUS Explicit) et
ne peuvent pas eˆtre simule´s avec les mode`les simplifie´s propose´s dans la litte´rature qui e´taient
jusqu’a` pre´sent limite´s a` la simulation du comportement plan des me`tres rubans. Nous propo-
sons donc, a` notre connaissance, un premier mode`le unidimensionnel permettant la simulation
du comportement dynamique des me`tres rubans en trois dimensions.
Conclusions et perspectives
Les structures de´ployables occupent une place de plus en plus importante dans le paysage des
solutions me´caniques utilise´es actuellement par les industriels de part les nombreux avantages
qu’elles offrent. On les retrouve notamment dans le domaine du spatial ou` il est ne´cessaire de
re´duire le volume des structures de grandes dimensions lors du stockage et du transport ; dans
le domaine du ge´nie civil avec le de´veloppement des toitures amovibles ; dans le domaine de
l’humanitaire avec les abris temporaires ; dans le domaine militaire avec les maˆts de´ployables
pour antennes ou syste`mes de surveillance ; etc. Le projet de Thales Alenia Space de de´velop-
pement d’un te´lescope de´ployable s’inscrit donc dans une proble´matique actuelle d’optimisation
des structures qui n’est pas limite´e au seul domaine du spatial.
Les nombreuses possibilite´s (bistabilite´, stabilite´ neutre, de´ploiement controˆlable thermique-
ment, etc.) qu’offrent des e´le´ments flexibles simples tels que les me`tres rubans conjointement a`
l’utilisation de mate´riaux modernes (mate´riaux composites, visco-e´lastiques...) en font une solu-
tion inte´ressante pour la conception de structures de´ployables.Le de´veloppement et l’utilisation
de structures de´ployables a` base de me`tres rubans ne´cessite de pouvoir simuler nume´riquement
leur comportement. Parmi les solutions disponibles, la plus aboutie repose sur l’utilisation de
mode`les e´le´ments finis de coque mais cette solution reste peu adapte´e a` la mode´lisation de
telles structures (temps de calcul trop longs, complexite´ du pilotage...) tout au moins pour une
phase de conception et non de validation. Des mode`les simplifie´s ont donc e´te´ de´veloppe´s, parmi
lesquels plusieurs mode`les dynamiques discrets ainsi qu’un mode`le de poutre a` section flexible.
Mais ces mode`les sont pour le moment limite´s a` l’e´tude du comportement plan des me`tres rubans.
Nous proposons ici une nouvelle version du mode`le de poutre a` section mince ouverte et flexible
pre´ce´demment de´veloppe´ au Laboratoire de Me´canique et d’Acoustique dans le cadre de la the`se
de F. Guinot [59]. Ce nouveau mode`le n’est plus limite´ au comportement plan mais permet la
prise en compte des mouvements en trois dimensions, de la torsion et du gauchissement de torsion
de la section tout en conservant la capacite´ du mode`le pre´ce´dent a` rendre compte de l’apparition
de plis localise´s par aplatissement de la section. Ce mode`le, e´tabli en grands de´placements et en
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grandes rotations, ne comporte en the´orie que 6 parame`tres cine´matiques auxquels s’ajoutent p
fonctions de forme permettant la prise en compte de la de´formation de la section.
Partant d’un mode`le de coque, la courbe section est suppose´e inextensible dans le plan de la
section non gauchie ce qui permet de lui associer une cine´matique de type Elastica. Le gauchis-
sement de torsion de la courbe section est, quant a` lui, suppose´ suivre une cine´matique de type
Vlassov e´tendue a` une section de´formable dans son plan et exprime´e dans le repe`re local attache´
a` la section afin de prendre en compte les grandes rotations de flexion. Une unique fonction
des abscisses curvilignes longitudinale et transversale suffit alors a` de´finir l’allure de la courbe
section de´forme´e. Cette fonction est de´compose´e, suivant la me´thode de Ritz, en une somme
de produits de deux fonctions afin de proce´der a` la se´paration des variables dans l’optique de
re´duire ce mode`le bidimensionnel en un mode`le unidimensionnel. Le mode`le de poutre est alors
obtenu par inte´gration sur la courbe section des e´nergies du mode`le de coque et est finalement
re´solu par le biais d’une approche e´nerge´tique reposant sur le principe d’Hamilton.
Deux versions simplifie´es de ce mode`le ont e´te´ propose´es pour la simulation du comportement
des me`tres rubans : une premie`re adapte´e au cas des coques minces e´lance´es a` section ouverte
circulaire et une seconde pour le meˆme type de section mais faiblement courbe´e. Dans le cas
d’une section circulaire, la fonction de´crivant la courbe section de´forme´e se re´duit a` un unique pa-
rame`tre cine´matique supple´mentaire associe´ au mode`le de poutre ce qui permet une inte´gration
analytique des e´nergies. Ces deux mode`les simplifie´s ne comptent que 7 parame`tres cine´matiques
permettant une analyse plus aise´e des re´sultats obtenus compare´ a` un mode`le bidimensionnel.
Ils occupent de ce fait une position interme´diaire entre les mode`les de coques et les mode`les
simplifie´s de´ja` disponibles dans la litte´rature.
La version du mode`le spe´cifique aux sections circulaires faiblement courbe´es a e´te´ imple´men-
te´e dans le logiciel de mode´lisation par e´le´ments finis COMSOL. Ce choix d’imple´mentation a
e´te´ guide´ par la volonte´ de de´terminer les capacite´s du mode`le avant d’envisager le de´veloppe-
ment d’un environnement de´die´ a` sa re´solution ou son inte´gration a` un environnement spe´cifique.
Or COMSOL est capable d’effectuer de manie`re automatique la diffe´rentiation des e´nergies in-
he´rente a` l’application du principe d’Hamilton, ce qui permet un gain de temps non ne´gligeable
pour cette premie`re phase de mise au point et de validation du mode`le. Lors de l’imple´mentation
nume´rique de celui-ci, une formulation base´e sur les quaternions a e´te´ retenue pour la parame´tri-
sation des grandes rotations portant a` 8 (7+p) le nombre de parame`tres cine´matiques du mode`le.
L’exploitation de cette version simplifie´e du mode`le pour simuler le comportement d’un me`tre
ruban a permis de retrouver qualitativement les divers phe´nome`nes observe´s expe´rimentalement :
apparition et disparition de plis par flambage, couplages entre flexion et torsion, duplication et
fusion de plis, effets dynamiques (claquage, propagation et interaction des plis avec les condi-
tions aux limites...), etc. Les caracte´ristiques ge´ome´triques d’un pli en deux dimensions e´voque´es
dans la litte´rature (courbures longitudinale et transversale caracte´ristiques) ont e´te´ retrouve´es
quantitativement.
Pour certains essais, une comparaison aux re´sultats obtenus avec un mode`le de coque re´solu
par e´le´ments finis dans ABAQUS a e´te´ possible. Cela a notamment permis une premie`re valida-
tion quantitative des re´sultats obtenus dans le cas d’un essai de torsion conduisant a` l’apparition
de gauchissement en pre´sence de grandes rotations de flexion et pour une section de´formable
dans son plan, cadre dans lequel il n’existe pas a` l’heure actuelle de formulation e´tablie du gau-
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chissement de torsion. Dans le cas de la flexion dans le plan de syme´trie avec courbures de sens
oppose´s, on obtient des valeurs quasiment identiques du moment de propagation associe´ a` la
solution flambe´e. On observe par contre un e´cart entre les re´sultats du mode`le unidimensionnel
et ceux du mode`le de coque pour la valeur du moment critique et de la rotation pour lesquels
a lieu le flambage du me`tre ruban. Mais il a e´te´ e´tabli, lors de la the`se pre´ce´dente [59], qu’un
enrichissement de la cine´matique de la section conduisant au relaˆchement de l’hypothe`se de cir-
cularite´ permettait de re´duire significativement cet e´cart.
Nous avons e´galement montre´ que le mode`le pouvait eˆtre utilise´ pour simuler des comporte-
ments complexes en dynamique comme le de´ploiement d’un me`tre ruban initialement plie´ en
trois dimensions. Ce genre d’essai est difficilement re´alisable avec un mode`le de coque imple´-
mente´ dans un outil nume´rique du commerce, bien que cela soit possible par exemple avec
ABAQUS EXPLICIT ou SAMCEF. Le temps ne´cessaire pour obtenir la convergence d’un tel
essai est en effet assez prohibitif comme en te´moigne le nombre re´duit de publications a` ce sujet et
l’existence de mode`les simplifie´s spe´cifiquement de´die´s a` l’e´tude des me`tres rubans en dynamique.
Les essais re´alise´s ont montre´ une forte influence des conditions aux limites et d’e´ventuelles
imperfections sur les sce´narios obtenus. Les branches fondamentales suivies par COMSOL en
l’absence de de´fauts ne correspondent pas toujours aux solutions obtenues expe´rimentalement
et l’ajout de perturbations a mis en e´vidence l’existence de branches bifurque´es. L’utilisation
d’un outil spe´cifiquement conc¸u pour la de´tection des bifurcations et le suivi des branches de
solution permettrait d’identifier les diffe´rentes solutions coexistantes de manie`re plus efficace et
fiable. Une e´tude de stabilite´ pourrait e´galement permettre de trier les solutions physiques des
solutions instables. Ce point particulier est notamment aborde´ dans la the`se de P. Marone-Hitz
[79, 78], actuellement en cours au Laboratoire de Me´canique et d’Acoustique en collaboration
avec Thales Alenia Space. A` plus long terme, le de´veloppement d’un e´le´ment fini de´die´ inte´gre´
dans un code commercial ou un outil-me´tier pourrait permettre une exploitation plus large de
ce mode`le.
A` moyen terme, ce mode`le doit servir a` simuler le comportement de syste`mes multi-rubans
(charnie`res, tripodes, hexapodes...) qui se rapprochent plus des besoins de Thales Alenia Space
quant a` leur projet d’utiliser des me`tres rubans pour de´ployer des structures complexes telles
que les te´lescopes. Afin de permettre l’utilisation du mode`le dans un contexte industriel, il reste
ne´cessaire d’effectuer une validation quantitative plus pousse´e de celui-ci. Les re´sultats dispo-
nibles dans la litte´rature concernent principalement la flexion dans le plan de syme´trie pour les
essais statiques et des essais de de´ploiement en deux ou trois dimensions pour la dynamique. Il
semble donc ne´cessaire de mettre au point des essais spe´cifiques, tout d’abord en statique puis
e´ventuellement en dynamique, pour permettre la validation des hypothe`ses les plus fortes du
mode`le (prise en compte du gauchissement, perpendicularite´ de la section a` la ligne des centres).
Ces essais pourraient eˆtre re´alise´s nume´riquement avec un mode`le classique de coque pour situer
le mode`le simplifie´ vis a` vis d’un mode`le bidimensionnel, ainsi qu’expe´rimentalement afin de ve´ri-
fier la validite´ des re´sultats nume´riques. Concernant la dimension dynamique, il serait e´galement
souhaitable de de´terminer expe´rimentalement les coefficients d’amortissement associe´s aux pa-
rame`tres cine´matiques du mode`le afin d’estimer avec justesse les pertes e´nerge´tiques engendre´es.
L’imple´mentation d’une version du mode`le avec une cine´matique de la section plus riche per-
mettrait, en plus d’ame´liorer la pre´cision des re´sultats, de simuler le comportement de poutres a`
sections minces ouvertes plus varie´es (sections circulaires fortement ferme´es type « tube fendu »,
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sections en U, etc.) voir meˆme non uniformes (suivant l’axe de la poutre). Le mode`le est aussi
actuellement limite´ a` l’e´tude de proble`mes en e´lasticite´, il serait donc inte´ressant de pouvoir
prendre en compte des lois de comportement plus complexes mais cela ne´cessite de trouver une
formulation adapte´e a` un cadre totalement Lagrangien ou bien de faire e´voluer le mode`le dans sa
formulation. La prise en compte de sections ou de mate´riaux plus complexes va rendre l’interpre´-
tation du mode`le plus difficile et sa mise en œuvre plus lourde, il pourrait donc eˆtre inte´ressant
de comparer les ordres de grandeurs des diffe´rents termes intervenant dans les expressions des
e´nergies dans l’optique de simplifier encore ce mode`le. Enfin, l’enrichissement du mode`le per-
mettrait e´galement d’e´tendre son domaine d’application et on peut par exemple envisager son
utilisation pour la simulation de phe´nome`nes lie´s a` la me´canique du vivant (de´ploiement de
ve´ge´taux, nage de poissons...).
Annexe 1 - Parame´trisation
des grandes rotations en trois
dimensions
Ge´ne´ralite´s
La prise en compte des grandes rotations dans la the´orie des poutres a e´te´ assez tardive et
fait suite a` l’apparition de the´ories dites « ge´ome´triquement exactes » tout d’abord limite´es au
cas plan et aux poutres droites en statique puis e´tendues au cas tridimensionnel, aux poutres
courbes et a` la dynamique. Reissner [94, 96] et Antman [10, 11] sont a` l’origine des premie`res
formulations de la the´orie des poutres en grands de´placements et en grandes rotations mais on
peut e´galement citer sur ce sujet les travaux de Simo [120] et d’Ibrahimbegovic [65]. En paralle`le,
des travaux plus oriente´s vers les aspects d’imple´mentation nume´rique des grandes rotations et
de choix d’une parame´trisation adapte´e ont e´te´ mene´s, entre autre, par Nordgren [85], Argyris
[12], Simo et Vu-Quoc [121, 122, 123], Cardona et Geradin [33], ainsi qu’Ibrahimbegovic et al.
[66, 67]. Plus re´cemment, on peut noter les travaux de Bergou et al. [23], d’Audoly et al. [19]
ainsi que de Zupan et Saje [145].
Lors de l’e´tude des poutres dans un cadre non-line´aire tridimensionnel, on s’inte´resse au de´-
placement des points de la ligne de re´fe´rence (ge´ne´ralement la ligne des barycentres) et a` la
rotation des sections entre la configuration initiale et la configuration de´forme´e. Il est habituel
d’introduire un repe`re local attache´ a` la section sous la forme d’une base orthonorme´e directe
mobile que nous appellerons (er1,e
r
2,e
r
3). Cette base peut eˆtre, par exemple, la base de Serret-
Frenet (d’apre`s Jean F. Frenet, 1816-1900, et Joseph A. Serret, 1819-1885), la base de Darboux
(de Jean-Gaston Darboux, 1842-1917), la base de Bishop [25] ou la base mate´rielle convecte´e.
Ce repe`re suit le mouvement de la section depuis la configuration initiale, ou` il est confondu
avec le repe`re fixe (G0,e1,e2,e3), jusqu’a` la configuration de´forme´e ou` il devient (G,e
r
1,e
r
2,e
r
3).
On cherche alors a` de´terminer le de´placement de l’origine de ce repe`re, c’est-a`-dire le vecteur
de´placement G0G, ainsi que la rotation du repe`re autour de cette meˆme origine. Cette rotation,
qui permet de passer du repe`re fixe (G,e1,e2,e3) au repe`re mate´riel (G,e
r
1,e
r
2,e
r
3), est une
rotation vectorielle dans l’espace euclidien oriente´ (G,e1,e2,e3) de dimension 3 qui peut eˆtre
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de´finie a` l’aide de trois parame`tres.
Pour de´velopper un mode`le de poutre en grandes rotations, il est donc ne´cessaire de choisir :
– un jeu de parame`tres (ide´alement trois) permettant a` l’utilisateur du mode`le de de´finir
une condition aux limites de rotation,
– une formulation permettant d’obtenir les composantes des vecteurs de la base tourne´e
(er1,e
r
2,e
r
3) dans la base fixe (e1,e2,e3),
– ainsi qu’une formulation permettant de composer une succession de rotations.
Plusieurs possibilite´s existent pour cela, mais le choix d’une description des grandes rotations va
fortement de´pendre du cadre dans lequel est exploite´ le mode`le. L’utilisation d’une formulation
incre´mentale ou Lagrangienne totale, de meˆme que le choix d’une formulation faible ou forte du
proble`me e´lastodynamique, vont amener des besoins diffe´rents. Les principales parame´trisations
des grandes rotations en trois dimensions sont pre´sente´es au paragraphe suivant.
Parame´trisations existantes
Matrice de rotation
Dans le cas des grandes rotations, le calcul des composantes d’un vecteur tourne´ par une rotation
R s’effectue le plus souvent par le biais d’une formulation matricielle, contrairement au cas des
rotations infinite´simales pour lequel on recourt a` une formulation vectorielle. L’image v′ d’un
vecteur v est alors donne´e par la relation suivante :
v′ = R · v soit v′i = Rij vj, (1)
ou` R est l’ope´rateur line´aire de rotation associe´ a` la rotation R. Il s’agit d’un tenseur d’ordre
2 qui prend la forme d’une matrice carre´e [R] de dimension (3x3) et de composantes Rij dans
la base orthonorme´e directe (e1,e2,e3) de l’espace a` trois dimensions. Cette matrice, appele´e
matrice de rotation, est orthogonale :
[R] [R]T = [R]T [R] = [I3] , (2)
et ve´rifie la proprie´te´ de re´ciprocite´ des rotations, c’est-a`-dire que la matrice de rotation associe´e
a` la rotation inverse −R est telle que :
[R(−R)] = [R(R)]−1 . (3)
La principale diffe´rence entre rotations infinite´simales et grandes rotations re´side dans la non-
commutativite´ des grandes rotations dans l’espace a` trois dimensions : une succession de deux
rotations ou plus ne conduit pas au meˆme re´sultat selon l’ordre dans lequel sont effectue´es ces
rotations. Dans le cas de deux rotations successives R(1) et R(2), l’image v′ du vecteur v par la
rotation R(1) est donne´e par :
v′ = R(1) · v soit v′i = R
(1)
ij vj , (4)
et l’image v′′ du vecteur v′ par la rotation R(2), c’est-a`-dire du vecteur v par la composition
des rotations R(1) et R(2) est donne´e par :
v′′ = R(2) · v′ = R(2) ·R(1) · v = R(12) · v soit v′′i = R
(12)
ij vj = R
(2)
ik R
(1)
kj vj , (5)
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ou` R(12) est l’ope´rateur line´aire de rotation global re´sultant des rotations successives R(1) et
R(2). La composition de deux rotations dans l’espace a` trois dimensions n’e´tant pas commuta-
tive, mis a` part dans le cas d’une succession de rotations autour d’axes paralle`les, les tenseurs
R(12) et R(21) ne sont pas e´quivalents.
Les neuf composantes Rij de la matrice de rotation [R] exprime´e dans la base fixe (e1,e2,e3)
peuvent eˆtre utilise´es pour de´finir la rotation R, mais cela est rarement le cas en pratique car
trois parame`tres suffisent a` de´finir une rotation dans l’espace a` trois dimensions. De plus, la
matrice de rotation est identique pour des rotations de´finies a` modulo 2pi rad. D’autres para-
me´trisations de l’espace des rotations utilisant un nombre plus restreint de parame`tres existent
(angles d’Euler, pseudo-vecteur rotation, quaternions unitaires...) mais la plupart ne´cessitent
le calcul de la matrice de rotation pour obtenir les composantes d’un vecteur tourne´ ou pour
composer plusieurs rotations.
Angles d’Euler et de Tait-Bryan
Les angles d’Euler, de Leonhard Euler (1707-1783), ainsi que les angles de Tait-Bryan, aussi ap-
pele´s angles nautiques ou angles de Cardan et nomme´s d’apre`s Peter Tait (1831-1901) et George
H. Bryan (1864-1928), correspondent a` un meˆme type de parame´trisation des grandes rotations.
Dans ce formalisme, une rotation R quelconque est divise´e en trois rotations e´le´mentaires succes-
sives autour des axes d’un repe`re fixe (rotation extrinse`que) ou d’un repe`re mobile initialement
confondu avec le repe`re fixe et changeant d’orientation a` chaque rotation e´le´mentaire (rotation
intrinse`que).
Dans la de´finition classique des angles d’Euler, ces trois rotations e´le´mentaires successives ont
lieu autour de l’axe e3 du repe`re fixe, d’un axe supple´mentaire appele´ ligne des nœuds et de l’axe
er3 du repe`re local (cf. Figure 1 a)). La ligne des nœuds, de vecteur directeur en, est de´finie dans
le cas ge´ne´ral comme l’intersection de deux plans homologues (i.e. paralle`les quand la rotation
est nulle). Dans la de´finition classique pre´sente´e ici ces deux plans sont (e1,e2) et (e
r
1,e
r
2), l’axe
en est donc l’image de l’axe e1 par la premie`re rotation. Les angles correspondant a` chacune de
ces rotations sont :
– la pre´cession ψ (ou α) autour de l’axe e3,
– la nutation θ (ou β) autour de l’axe en,
– et la rotation propre ϕ (ou γ) autour de l’axe er3.
Les angles de Tait-Bryan sont similaires aux angles d’Euler. La seule diffe´rence entre les deux
formalismes est que, dans le cas des angles de Tait-Bryan, les rotations ont lieu autour de
trois axes « diffe´rents » (e.g. e3, en et e
r
1 sur la Figure 1 b)), tandis que dans le cas des angles
d’Euler, la premie`re et la dernie`re rotation ont lieu autour du «meˆme » axe (e.g. e3 et e
r
3 dans la
de´finition classique donne´e ci-dessus). Cela impacte la de´finition de la ligne des nœuds, de vecteur
directeur en, qui est alors de´finie comme l’intersection de deux plans non homologues, c’est-a`-
dire perpendiculaires quand la rotation est nulle (e.g. (e1,e2) et (e
r
2,e
r
3)). D’autres de´finitions
alternatives des angles d’Euler et de Tait-Bryan existent mais reposent sur le meˆme principe
de de´composition d’une rotation en trois rotations e´le´mentaires, seuls les axes autour desquels
s’effectuent ces rotations changent.
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r
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r
Figure 1: a) Angles d’Euler b) Angles de Tait-Bryan
Le signe de ces angles est ge´ne´ralement de´fini graˆce a` la re`gle de la main droite. Les angles ψ
et ϕ sont de´finis modulo 2pi rad sur l’intervalle [−pi;pi], tandis que l’angle θ couvre un intervalle
de pi rad qui peut eˆtre [0;pi] ou [−pi/2;pi/2]. Les angles ψ, θ et ϕ sont de´finis de manie`re unique
sauf dans le cas ou` le plan (e1,e2) et le plan (e
r
3,e
r
2) sont confondus et ou` les axes e3 et e
r
3 sont
alors soit e´gaux (θ = 0) soit oppose´s (θ = pi) ce qui conduit a` une inde´termination des valeurs
de ψ et de ϕ, seule la combinaison ψ + ϕ ou ψ − ϕ e´tant de´finie. Ce phe´nome`ne est connu sous
le nom de blocage de Cardan (d’apre`s Girolamo Cardano alias Je´roˆme Cardan, 1501-1576).
Le calcul des composantes dans la base (e1,e2,e3) d’un vecteur tourne´ par une rotation R
se fait graˆce a` la relation matricielle pre´sente´e au paragraphe pre´ce´dent. La matrice de rota-
tion [R] associe´e a` une parame´trisation par les angles d’Euler ou de Tait-Bryan s’obtient par la
composition des trois matrices e´le´mentaires de rotation :
[R] = [R(ψ)] [R(θ)] [R(ϕ)] . (6)
Pour la de´finition classique des angles d’Euler pre´sente´e ici, la matrice de rotation [R] dans le
repe`re fixe (e1,e2,e3) est :
[R] =

cosψ cosϕ− cos θ sinψ sinϕ − cosψ sinϕ− cos θ cosϕ sinψ sinψ sin θcosϕ sinψ + cosψ cos θ sinϕ cosψ cos θ cosϕ− sinψ sinϕ − cosψ sin θ
sin θ sinϕ cosϕ sin θ cos θ

 . (7)
Cette parame´trisation a l’avantage de ne reposer que sur le nombre minimum de parame`tres pour
de´finir les grandes rotations dans l’espace, c’est-a`-dire trois. Mais le calcul des composantes du
vecteur tourne´, de meˆme que la composition de rotations, ne´cessitent le calcul de la matrice de
rotation. La de´composition en trois rotations e´le´mentaires supprime la re´ciprocite´ de la rotation :
[R(−R)] 6= [R(R)]−1 .
De plus, il y a perte de l’unicite´ de la solution pour certaines rotations (blocages de Cardan).
Pseudo-vecteur rotation
Une autre manie`re de parame´trer les grandes rotations dans l’espace a` trois dimensions, consiste
a` de´finir le pseudo-vecteur rotation θ. Cette formulation de´coule du the´ore`me d’Euler qui, traduit
en franc¸ais, revient a` peu pre`s a` la phrase suivante :
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« Quand une sphe`re subit une rotation autour de son centre, il est toujours possible
de trouver un diame`tre dont la direction dans la position tourne´e est la meˆme
que dans la position initiale. »
e1
e2
e3
n
θ
Figure 2:
Pseudo-vecteur rotation
Pour chaque rotation vectorielle dans l’espace a` trois dimensions, il
existe donc une droite invariante correspondant a` l’axe de la rotation.
Une rotation quelconque R peut alors eˆtre caracte´rise´e par un vec-
teur unitaire r de´finissant l’axe oriente´ de la rotation et un angle θ
correspondant a` la rotation impose´e autour de cet axe. Dans une base
orthonorme´e donne´e, ce vecteur r est le vecteur propre de la matrice
de rotation [R] associe´ a` la valeur propre 1. La re`gle de la main droite
est ge´ne´ralement utilise´e pour de´finir le signe de θ (voir Figure 2).
On peut alors de´finir le pseudo-vecteur rotation qui est simplement donne´ par la relation sui-
vante :
θ = θ r = θ ri ei = θi ei, (8)
ou` les ri et les θi sont respectivement les composantes du vecteur unitaire r et du pseudo-vecteur
rotation θ dans une base orthonorme´e directe (e1,e2,e3) de l’espace a` trois dimensions. Il est
important de remarquer que les θi ne correspondent pas a` des rotations successives contrairement
au cas des angles d’Euler, mais a` trois rotations orthogonales simultane´es autour des axes de la
base dans laquelle le pseudo-vecteur rotation est de´compose´. Pour de´finir la rotation R, on peut
indiffe´remment utiliser comme parame`tres les trois composantes θi du pseudo-vecteur rotation,
appele´es parame`tres de Rodrigues (d’apre`s B. Olinde Rodrigues, 1795-1851). Ou bien l’angle θ
et les trois composantes ri du vecteur unitaire r (appele´s angle et axe d’Euler) qui doivent alors
ve´rifier la contrainte suivante :
‖r‖ =
√
r2i = 1 ⇔ r
2
i = 1. (9)
On parle de pseudo-vecteur de´compose´ pour la formulation a` quatre parame`tres θ et ri et de
pseudo-vecteur condense´ pour la formulation a` trois parame`tres θi.
Dans le cas de la formulation de´compose´e, le vecteur v′ image du vecteur v par une rotation R
s’obtient graˆce a` la formule de Rodrigues :
v′ = cos θ v + sin θ (r ∧ v) + (1− cos θ) (v · r) r. (10)
Ou bien par un calcul matriciel classique, la matrice de rotation e´tant alors e´gale a` :
[R] = cos θ [I3] + sin θ [r] + (1− cos θ) [r]
2 , (11)
ou` [r] est la matrice antisyme´trique associe´e au vecteur r telle que [r] v = r ∧ v, c’est-a`-dire :
[r] =

 0 −r3 r2r3 0 −r1
−r2 r1 0

 et [r]2 =

−
(
r22 + r
2
3
)
r1 r2 r1 r3
r1 r2 −
(
r21 + r
2
3
)
r2 r3
r1 r3 r2 r3 −
(
r21 + r
2
2
)

 .
Dans le cas de la formulation condense´e, une expression e´quivalente de la matrice de rotation a`
e´te´ propose´e par Argyris [12] :
[R] = [I3] +
sin θ
θ
[Θ] +
1
2
(
sin(θ/2)
θ/2
)2
[Θ]2 , (12)
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ou` [Θ] est la matrice antisyme´trique associe´e au pseudo-vecteur θ telle que [Θ] v = θ ∧ v,
c’est-a`-dire :
[Θ] =

 0 −θ3 θ2θ3 0 −θ1
−θ2 θ1 0

 et [Θ]2 =

−
(
θ22 + θ
2
3
)
θ1 θ2 θ1 θ3
θ1 θ2 −
(
θ21 + θ
2
3
)
θ2 θ3
θ1 θ3 θ2 θ3 −
(
θ21 + θ
2
2
)

 .
L’e´quation 12 peut aussi se mettre sous la forme d’une se´rie de [Θ] :
[R] = [I3] + [Θ] +
1
2!
[Θ]2 +
1
3!
[Θ]3 + ...+
1
n!
[Θ]n + ... = exp [Θ] . (13)
Et un de´veloppement a` l’ordre 1 de cette se´rie permet de retrouver l’expression de la matrice de
rotation dans le cas des rotations infinite´simales :
[Rinf ] = lim
θ→0
[R] = [I3] + [Θ] . (14)
Cette parame´trisation pre´sente l’avantage de pre´server la re´ciprocite´ de la rotation. La formu-
lation condense´e utilise le nombre minimum de parame`tres, mais la de´termination du vecteur
tourne´ passe par un calcul matriciel qui fait intervenir l’angle θ au de´nominateur de plusieurs
fractions ce qui pose proble`me au voisinage de ze´ro et ne´cessite un passage a` la limite. La formu-
lation de´compose´e fait quant a` elle intervenir quatre parame`tres, mais pose e´galement proble`me
pour une rotation nulle, le vecteur unitaire r e´tant alors inde´termine´. A` la diffe´rence de la for-
mulation condense´e, le calcul des composantes du vecteur tourne´ peut eˆtre re´alise´ par un calcul
vectoriel ou par un calcul matriciel, tandis que la composition de rotation passe dans les deux
cas par le calcul de la matrice globale.
Rotations semi-tangentielles
Argyris [12, 13] a e´galement propose´ le concept de rotations semi-tangentielles suite a` la de´fini-
tion par Ziegler [143] des moments semi-tangentiels (duaux des rotations semi-tangentielles au
sens du principe des travaux virtuels) qui ont l’avantage d’eˆtre conservatifs. Ce concept permet
de re´soudre le proble`me de la non-commutativite´ des grandes rotations en de´finissant un mode
de composition rendant le re´sultat vectoriel final inde´pendant de l’ordre dans lequel sont appli-
que´es les rotations.
Dans le cadre de cette formulation, on introduit un vecteur semi-tangentiel ω tel que :
ω = ωi ei = tan
(
θ
2
)
r, (15)
ou` θ et r sont respectivement l’angle et le vecteur unitaire de´finissant l’axe oriente´ de la rotation
R de´finis au paragraphe pre´ce´dent.
La matrice de rotation se calcule alors graˆce a` la relation suivante :
[R] = [I3] +
2
1 + ω · ω
(
[Ω] + [Ω]2
)
, (16)
ou` [Ω] est la matrice antisyme´trique associe´e au vecteur ω telle que :
[Ω] =

 0 −ω3 ω2ω3 0 −ω1
−ω2 ω1 0

 et [Ω]2 =

−
(
ω22 + ω
2
3
)
ω1 ω2 ω1 ω3
ω1 ω2 −
(
ω21 + ω
2
3
)
ω2 ω3
ω1 ω3 ω2 ω3 −
(
ω21 + ω
2
2
)

 .
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Lors de la composition de deux rotations R(1) et R(2), on calcule le vecteur semi-tangentiel
e´quivalent tel que :
ω(12) = ω(21) =
1
1− ω(1) · ω(2)
(
ω(1) + ω(2)
)
, (17)
et la matrice associe´e a` ce vecteur :
[
Ω(12)
]
=
[
Ω(21)
]
=
1
1− ω(1) · ω(2)
([
Ω(1)
]
+
[
Ω(2)
])
. (18)
On utilise ensuite la formule 16 pour calculer la matrice de rotation e´quivalente qui ve´rifie alors[
R(12)
]
=
[
R(21)
]
d’ou` la commutativite´ des rotations semi-tangentielles. L’inconve´nient d’une
telle formulation est qu’elle n’est pas adapte´e aux tre`s grandes rotations (θ ≥ pi) puisque la
fonction tangente tend vers l’infini lorsque θ/2 tend vers pi/2.
Parame`tres de Cayley-Klein
Les parame`tres de Cayley-Klein α, β, γ et δ sont une parame´trisation un peu moins connue des
rotations dans l’espace a` trois dimensions qui utilise le formalisme des nombres complexes. Ils
satisfont les identite´s suivantes :
αα∗ + γ γ∗ = 1, αα∗ + β β∗ = 1, β β∗ + δ δ∗ = 1,
α∗ β + γ∗ δ = 0, α δ − β γ = 1, β = −γ∗, δ = α∗,
(19)
ou` l’exposant * de´signe le conjugue´ du terme complexe.
Ces parame`tres peuvent eˆtre exprime´s en fonction des angles d’Euler. Dans le cas de la de´-
finition classique pre´sente´e au §IV.5 cela donne :
α = ei (ϕ+ψ)/2 cos
(
θ
2
)
, δ = e−i (ϕ+ψ)/2 cos
(
θ
2
)
,
β = i ei (ϕ−ψ)/2 sin
(
θ
2
)
, γ = i e−i (ϕ−ψ)/2 sin
(
θ
2
)
,
(20)
Et ils peuvent e´galement eˆtre relie´s au pseudo-vecteur rotation (cf. §IV.5) :
α = cos
(
θ
2
)
+ i r3 sin
(
θ
2
)
, δ = cos
(
θ
2
)
− i r3 sin
(
θ
2
)
,
β = (i r1 + r2) sin
(
θ
2
)
, δ = (i r1 − r2) sin
(
θ
2
)
.
(21)
La matrice de rotation associe´e aux parame`tres de Cayley-Klein est donne´e par la formule
suivante :
[R] =


1
2
(
α2 − β2 − γ2 + δ2
) 1
2 i
(
−α2 − β2 + γ2 + δ2
)
γ δ − αβ
1
2 i
(
α2 − β2 + γ2 − δ2
) 1
2
(
α2 + β2 + γ2 + δ2
)
−i (αβ + γ δ)
β δ − α γ i (αγ + β δ) α δ + β γ

 . (22)
Une telle formulation a certains avantages, mais leur statut de nombres complexes rend les
parame`tres de Cayley-Klein particulie`rement difficiles a` interpre´ter physiquement et finalement
peu adapte´s a` une utilisation en me´canique des solides.
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Quaternion unitaire
Une autre solution, qui pre´sente un certain nombre d’avantages pour repre´senter les rotations
dans l’espace, consiste a` de´finir le quaternion unitaire q associe´ a` la rotation R :
q = q0 + q = q0 + q1 i + q2 j + q3 k tel que q
2
0 + q
2
1 + q
2
2 + q
2
3 = 1. (23)
Les quatre composantes de q, aussi appele´es parame`tres d’Euler-Rodrigues, peuvent eˆtre expri-
me´es en fonction de l’angle θ et du vecteur unitaire r de´finis au §IV.5 :
q0 = cos
(
θ
2
)
et qi = ri sin
(
θ
2
)
, (24)
et le quaternion q peut alors eˆtre mis sous la forme suivante par extension de la formule d’Euler :
q = e−θ/2(r1 i+r2 j+r3 k) (25)
Les quaternions, unitaires ou non, sont une extension mathe´matique des nombres complexes.
Dans le cas ge´ne´ral, ils sont aussi fre´quemment note´s sous la forme suivante :
q = a+ q = a+ b i + c j + d k, (26)
ou` a, b, c et d sont des nombres re´els inde´pendants et ou` i, j et k sont les nombres hypercomplexes
de´finis par William R. Hamilton (1805-1865) ve´rifiant :
i2 = j2 = k2 = −1, i j = −j i = k, j k = −k j = i, k i = −i k = j. (27)
Un quaternion purement re´el q = a est un scalaire, a et q0 sont donc souvent appele´es composante
re´elle ou scalaire de q, tandis qu’un quaternion purement complexe q = q peut eˆtre assimile´
a` un vecteur. La multiplication des quaternions (aussi appele´e produit d’Hamilton) est non-
commutative et le produit de deux quaternions q et q′ s’obtient graˆce a` la formule suivante :
q q′ =
(
a a′ − q · q′
)
+
(
a q′ + a′ q + q ∧ q′
)
=
(
a a′ − b b′ − c c′ − d d′
)
+
(
a b′ + b a′ + c d′ − d c′
)
i
+
(
a c′ + c a′ + d b′ − b d′
)
j +
(
a d′ + d a′ + b c′ − c b′
)
k.
(28)
Le produit d’Hamilton permet d’obtenir l’image v′ d’un vecteur v par la rotation R en consi-
de´rant ces deux vecteurs comme des quaternions purement complexes et en identifiant le triplet
(i, j, k) a` la base orthonorme´e directe (e1,e2,e3) dans laquelle est exprime´ le vecteur unitaire r.
On a alors :
v′ = q v q∗ avec q∗ = q0 − q le quaternion conjugue´ de q. (29)
Cette relation peut eˆtre ramene´e a` une formulation matricielle, la matrice de rotation e´tant alors
e´gale a` :
[R] =

 1− 2 q
2
2 − 2 q
2
3 2 (q1 q2 − q0 q3) 2 (q1 q3 + q0 q2)
2 (q2 q1 + q0 q3) 1− 2 q
2
1 − 2 q
2
3 2 (q2 q3 − q0 q1)
2 (q3 q1 − q0 q2) 2 (q3 q2 + q0 q1) 1− 2 q
2
1 − 2 q
2
2

 . (30)
Mais elle peut e´galement eˆtre mise sous forme vectorielle et est alors connue sous le nom de
formule d’Euler-Rodrigues :
v′ = v + 2 q0 (q ∧ v) + 2 (q ∧ (q ∧ v)) . (31)
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La formulation par les quaternions permet de conserver la re´ciprocite´ des rotations puisque le
quaternion associe´ a` la rotation oppose´e −R est bien le quaternion inverse q−1 = q∗. De plus,
le produit de deux quaternions unitaires e´tant e´galement un quaternion unitaire, il existe un
quaternion q(12) associe´ a` la composition de deux rotations successives R(1) puis R(2) e´gal a` :
q(12) = q(2) q(1). (32)
Les quaternions unitaires pre´sentent l’avantage de ne pas eˆtre sujets aux phe´nome`nes de type
blocage de Cardan et sont correctement de´finis pour une rotation nulle. C’est e´galement la seule
formulation qui ne ne´cessite pas le calcul de la matrice de rotation, que ce soit pour le calcul des
composantes d’un vecteur tourne´e ou pour la composition de rotation. Ils sont de plus compacts
et ge´ne´ralement plus stables nume´riquement que la formulation matricielle, e´tant moins sujets
aux erreurs d’arrondi et ne ne´cessitant pas l’utilisation des fonctions sinus et cosinus lors du
calcul des composantes d’un vecteur tourne´ ou lors de la composition de rotation. Ils sont par
contre, comme la matrice de rotation, identiques pour des rotations de´finies a` modulo 2pi rad.
Choix d’une parame´trisation
Les principales formulations pre´sente´es dans les paragraphes pre´ce´dents ont chacunes leurs avan-
tages et leurs inconve´nients. Le choix de l’une d’entre elles doit donc eˆtre guide´ par la manie`re
dont le mode`le va eˆtre exploite´ nume´riquement. Dans la majorite´ des cas, les mode`les non-
line´aires de poutres sont imple´mente´s sous forme forte dans des logiciels de calcul par e´le´ments
finis. La formulation retenue pour le calcul des vecteurs de la base tourne´e et pour la composition
de rotations est ge´ne´ralement une formulation matricielle, tandis que les parame`tres sur lesquels
agira l’utilisateur pour appliquer une rotation en condition aux limites sont tre`s souvent les trois
composantes du pseudo-vecteur rotation condense´. La composition de rotations se fait de ma-
nie`re invisible pour l’utilisateur qui divise seulement son calcul en plusieurs e´tapes et applique
une rotation e´le´mentaire a` chacune de ces e´tapes, le code de calcul se chargeant alors d’effectuer
l’ope´ration de composition.
Dans notre cas on souhaite imple´menter le mode`le qui aura e´te´ de´veloppe´ dans le logiciel COM-
SOL, comme cela a e´te´ fait pour le mode`le plan. Bien que cette solution pre´sente les inconve´nients
classiques de l’utilisation d’un logiciel commercial (pas d’acce`s au code et couˆt du logiciel), l’in-
te´reˆt est double puisque nous e´vitons ainsi de devoir de´velopper notre propre code et que nous
utilisons un logiciel utilise´ par Thales Alenia Space. Le mode`le, de´veloppe´ avec une approche
Lagrangienne totale, sera imple´mente´ sous forme faible dans un environnement de re´solution
d’e´quations aux de´rive´es partielles. La composition de rotation n’est alors possible qu’a priori,
c’est-a`-dire en imposant directement la rotation e´quivalente au lieu de plusieurs rotations e´le´men-
taires successives. Il est donc ne´cessaire de choisir comme variables cine´matiques (pour lesquelles
seront de´finies les conditions aux limites) des parame`tres dont on sait de´terminer l’expression
e´quivalente lors d’une composition de rotation.
De ce fait, notre choix se limite a` la matrice de rotation ou au quaternion unitaire. Comme
nous souhaitons e´galement minimiser le nombre de parame`tres du mode`le, il est naturel de rete-
nir les quatre composantes du quaternion unitaire plutoˆt que les neuf composantes de la matrice
de rotation bien qu’il y ait e´galement des inconve´nients a` ce choix. En effet, il va eˆtre ne´cessaire
d’identifier les efforts duaux (au sens des travaux virtuels) des quatre composantes du quaternion
et de les relier aux efforts ge´ne´ralise´s classiques afin de pouvoir appliquer les moments de flexion
et de torsion sans avoir directement acce`s aux rotations associe´es.

Annexe 2 - Inte´grales pour
une section circulaire
Dans le cas du mode`le de me`tre ruban, nous avons suppose´ que la courbe section restait circulaire
dans le plan (er2,e
r
3). L’angle β(s1, s2, t) est alors donne´ par l’expression III.22 :
β(s1, s2, t) = 2β
e(s1, t)
s2
a
et la fonction de gauchissement ω(s1, s2, t) ainsi que les coordonne´es locales y(s1, s2, t) et z(s1, s2, t)
sont donne´es par les expressions III.23 :
y(s1, s2, t) =
a
βe(s1, t)
sin
(
βe(s1, t)
s2
a
)
,
z(s1, s2, t) =
a
βe(s1, t)
[
sin βe(s1, t)
βe(s1, t)
− cos
(
βe(s1, t)
s2
a
)]
,
ω(s1, s2, t) =
a
βe(s1, t)
[
a
βe(s1, t)
sin βe(s1, t)
βe(s1, t)
sin
(
βe(s1, t)
s2
a
)
− s2
]
.
En introduisant ces expressions dans les expressions de l’e´nergie de de´formation III.34 et de
l’e´nergie cine´tique III.66 du mode`le ge´ne´ral, l’inte´gration des e´nergies en fonction de s2 peut
eˆtre re´alise´e de manie`re analytique sans difficulte´ majeure. Les expressions obtenues pour les
termes inte´gre´s sur la courbe section graˆce au logiciel de calcul formel MAPLE sont donne´es
ci-apre`s :
z2 = a3 Iz2
(y,2)2 = a Iy2
,2
y2 = a3 Iy2
(z,2)2 = a Iz2
,2
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ω2 = a5 Iω2
y2(y,2)2 =
1
4
a3 Iy2(y,2)2
y z y,2 z,2 =
1
4
a3 Iy z y,2 z,2
z2(z,2)2 = a
3 Iz2(z,2)2
ω y = a4 Iω y
y y,2 z,2 =
2
3
a2 Iy y,2 z,2
z(z,2)2 = a
2 Iz(z,2)2
z(y2 + z2) = a4 Ipz
ω,2 y,2 = a
2 Iω,2 y,2
(y2 + z2)2 = 2 a5 Ip2
(ω,2)2 = a
3 I(ω,2)2
ω ω,2 z,2 = a
4 Iω ω,2 z,2
ω y,2 z,2 = a
3 Iω y,2 z,2
ω y(y,2)2 = a
4 Iω y(y,2)2
ω z y,2 z,2 = a
4 Iω z y,2 z,2
ω2(z,2)2 = a
5 Iω2(z,2)2
ω2(y,2)2 = a
5 Iω2(y,2)2
(es)2 =
1
30
a5(βe,1)
4I(es)2
(ks11)
2 = a3
[
(βe,1)
4I
(1)
(ks
11
)2 + (β
e
,1)
2βe,11 I
(2)
(ks
11
)2 + (β
e
,11)
2I
(3)
(ks
11
)2
]
(ks12)
2 =
2
3
a(βe,1)
2
(ks22)
2 =
2
a
(βe − βe0)
2
ks11 k
s
22 = a (β
e − βe0)
[
(βe,1)
2I
(1)
ks
11
ks
22
+ βe,11 I
(2)
ks
11
ks
22
]
es = a3(βe,1)
2Ies
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z es = a4(βe,1)
2Iz es
y,2 k
s
11 = a
2
[
(βe,1)
2I
(1)
y,2 ks11
+ βe,11 I
(2)
y,2 ks11
]
y,2 ks22 = (β
e − βe0) Iy,2 ks22
(y2 + z2) es = a5(βe,1)
2Ipes
(ω,1)2 = a
5(βe,1)
2I(ω,1)2
y2(z,1)2 = a
5(βe,1)
2Iy2(z,1)2
y z y,1 z,1 = a
5(βe,1)
2Iy z y,1 z,1
z2(y,1)2 = a
5(βe,1)
2Iz2(y,1)2
y ω,1 z,1 = a
5(βe,1)
2Iy ω,1 z,1
z ω,1 y,1 = a
5(βe,1)
2Iz ω,1 y,1
(y,1)2(y,2)2 = a
3(βe,1)
2I(y,1)2(y,2)2
y,1 z,1 y,2 z,2 = a
3(βe,1)
2Iy,1 z,1 y,2 z,2
(z,1)2(z,2)2 = a
3(βe,1)
2I(z,1)2(z,2)2
ω,2 ks11 = a
3
[
(βe,1)
2I
(1)
ω,2 ks11
+ βe,11 I
(2)
ω,2 ks11
]
ω,2 ks22 = −2 a (β
e − βe0) Iω,2 ks22
z,1 y,2 z,2 = a
2 βe,1 Iz,1 y,2 z,2
y ω,1 = a
4 βe,1 Iy ω,1
y z y,1 = a
4 βe,1 Iy z y,1
y2 z,1 = a
4 βe,1 Iy2 z,1
z,1(z,2)2 = a
2 βe,1 Iz,1(z,2)2
ω ω,1 = a
5 βe,1 Iω ω,1
ω y z,1 = a
5 βe,1 Iω y z,1
ω z y,1 = a
5 βe,1 Iω z y,1
y y,1(y,2)2 = a
3 βe,1 Iy y,1(y,2)2
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y z,1 y,2 z,2 = a
3 βe,1 Iy z,1 y,2 z,2
z y,1 y,2 z,2 = a
3 βe,1 Iz y,1 y,2 z,2
z z,1(z,2)2 = a
3 βe,1 Iz z,1(z,2)2
ω ω,1 z,1 = a
6(βe,1)
2Iω ω,1 z,1
ω z,2 ks11 = a
4
[
(βe,1)
2I
(1)
ω z,2 ks11
+ βe,11 I
(2)
ω z,2 ks11
]
ω z,2 ks22 = a
2 (βe − βe0) Iω z,2 ks22
ω z ω,1 = a
6(βe,1)Iω z ω,1
ω y,1(y,2)2 = a
4(βe,1)Iω y,1(y,2)2
ω z,1 y,2 z,2 = a
4(βe,1)Iω z,1 y,2 z,2
y˙2 = a3β˙e
2
Iy˙2
z˙2 = a3β˙e
2
Iz˙2
Les fonctions I•(s1, t) sont des fonctions ge´ome´triques qui ne de´pendent que de l’angle d’ou-
verture de la section βe(s1, t) et qui caracte´risent donc l’allure de la courbe section :
Iz2 =
1
(βe)4
[
(βe)2 + βe cosβe sin βe + 2 cos2 βe − 2
]
Iy2
,2
=
1
βe
[
βe + cos βe sin βe
]
Iy2 =
1
(βe)3
[
βe − cosβe sin βe
]
Iz2
,2
=
1
βe
[
βe − cos βe sin βe
]
Iω2 =
1
(βe)7
[
2
3
(βe)5 + 4(βe)2 sin βe cos βe + 3βe
(
cos2 βe − 1
)
− 3 cosβe sin βe + 3 cos3 βe sin βe
]
Iy2(y,2)2 =
1
(βe)3
[
βe + sin βe cos βe − 2 sin βe cos3 βe
]
Iy z y,2 z,2 = −
1
(βe)4
[
(βe)2 +
1
3
βe
(
3 sin βe cos βe − 6 sin βe cos3 βe
)
−
8
3
(
1− 2 cos2 βe + cos4 βe
)]
Iz2(z,2)2 =
1
(βe)5
[
1
4
(βe)3 +
1
4
(βe)2
(
sin βe cosβe − 2 sin βe cos3 βe
)
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−
1
3
βe
(
1− 5 cos2 βe + 4 cos4 βe
)
−
(
sin βe cos βe − sin βe cos3 βe
) ]
Iω y =
1
(βe)5
[
2(βe)2 cos βe − 1βe sin βe − cosβe + cos3 βe
]
Iy y,2 z,2 =
1
(βe)2
sin3 βe
Iz(z,2)2 =
1
(βe)3
[
1
3
βe sin βe
(
1 + 2 cos2 βe
)
− sin2 βe cos βe
]
Ipz =
1
(βe)6
[
2(βe)2 sin βe + 2βe cos βe sin2 βe + 4 sin βe
(
cos2 βe − 1
) ]
Iω,2 y,2 =
1
(βe)3
[
− βe sin βe + sin2 βe cos βe
]
Ip2 =
1
(βe)8
[
(βe)4 + 2βe
(
cos βe sin βe − cos3 βe sin βe
)
+ 3
(
2 cos2 βe − cos4 βe − 1
) ]
I(ω,2)2 =
1
(βe)5
[
2 (βe)3 − 3βe
(
1− cos2 βe
)
+ sin βe cos βe − sin βe cos3 βe
]
Iω ω,2 z,2 =
1
(βe)6
[
− 2(βe)3 cos βe+
1
2
(βe)2
(
sin βe + 2 sin βe cos2 βe
)
−
1
2
βe
(
cos3 βe − cos βe
)
−
1
6
(
8 sin βe cos2 βe − 4 sin βe − 4 sin βe cos4 βe
) ]
Iω y,2 z,2 =
1
(βe)4
[
1
2
(βe)2
(
2 cos2 βe − 3
)
−
1
2
βe sin βe cos βe +
2
3
(
1− 2 cos2 βe + cos4 βe
)]
Iω y(y,2)2 =
1
(βe)5
[
2
3
(βe)2 cos3 βe +
1
36
βe
(
−8 sin βe cos2 βe − 7 sin βe
)
+
1
36
(
−27 cos3 βe + 18 cos5 βe + 9 cos βe
) ]
Iω z y,2 z,2 =
1
(βe)6
[
−
2
3
(βe)3 cos3 βe −
1
36
(βe)2
(
−44 sin βe cos2 βe + 11 sin βe
)
−
1
36
βe
(
27 cos βe − 45 cos3 βe + 18 cos5 βe
)
+
2
3
(
sin βe
− 2 sin βe cos2 βe + sin βe cos4 βe
)]
Iω2(z,2)2 =
1
(βe)7
[
1
3
(βe)5 − (βe)4 cos βe sin βe −
1
36
(βe)3
(
−18 + 36 cos2 βe
)
−
1
36
(βe)2
(
−162 sin βe cosβe + 48 sin βe cos3 βe
)
−
1
36
βe
(
85 + 16 cos4 βe
−101 cos2 βe
)
−
1
36
(
−63 sin βe cos3 βe + 18 cos5 βe sin βe
)
+45 sin βe cos βe
]
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Iω2(y,2)2 =
1
(βe)7
[
1
3
(βe)5 + (βe)4 cos βe sin βe +
1
36
(βe)3
(
−18 + 36 cos2 βe
)
+
1
36
(βe)2
(
−18 sin βe cosβe + 48 sin βe cos3 βe
)
+
1
36
βe
(
−23+16 cos4 βe
+7 cos2 βe
)
+
1
36
(
−27 sin βe cos3 βe + 18 cos5 βe sin βe + 9 sin βe cos βe
) ]
I(es)2 =
1
(βe)12
[
1
3
(βe)8+(βe)6
(
−40 cos2 βe + 10
)
+(βe)5
(
280 cos βe sin βe − 30 cos3 βe sin βe
)
+ (βe)4
(
−385 − 255 cos4 βe + 1045 cos2 βe
)
+ (βe)3
(
− 1740 cos βe sin βe
+ 915 cos3 βe sin βe
)
+ (βe)2
(
1140 + 1740 cos4 βe − 2880 cos2 βe
)
+ βe
(
1740 cos βe sin βe − 1740 cos3 βe sin βe
)
+
(
−720 + 1440 cos2 βe − 720 cos4 βe
) ]
I
(1)
(ks
11
)2 =
1
(βe)9
[
2
5
(βe)7 +
1
3
(βe)5
(
9 cos2 βe − 17
)
− (βe)4
(
15 cos βe sin βe + sin βe cos3 βe
)
+4(βe)3
(
9− 9 cos2 βe − 2 cos4 βe
)
+ 4(βe)2
(
13 cosβe sin βe + 7 sin βe cos3 βe
)
+ 4βe
(
−15 + 3 cos2 βe + 12 cos4 βe
)
+ 36
(
cos βe sin βe − sin βe cos3 βe
) ]
I
(2)
(ks
11
)2 =
1
(βe)8
[
4
3
(βe)5 + 2(βe)4 sin βe cos βe + 2(βe)3
(
cos4 βe + 3 cos2 βe − 8
)
+ 4(βe)2
(
−4 sin βe cos βe − 3 cos3 βe sin βe
)
+ 4βe
(
− cos2 βe + 8− 7 cos4 βe
)
+ 24
(
cos3 βe sin βe − sin βe cos βe
) ]
I
(3)
(ks
11
)2 =
1
(βe)7
[
(βe)3
(
cos2 βe + 2
)
+ (βe)2 cos3 βe sin βe + 4βe
(
−1 + cos4 βe
)
+ 4
(
− cos3 βe sin βe + cosβe sin βe
) ]
I
(1)
ks
11
ks
22
=
1
(βe)5
[
2
3
(βe)4 − 2(βe)2
(
3− cos2 βe
)
− 8βe cos βe sin βe + 12
(
1− cos2 βe
)]
I
(2)
ks
11
ks
22
=
1
(βe)4
[
2(βe)2 + 2βe cos βe sin βe + 4
(
cos2 βe − 1
) ]
Ies =
1
(βe)6
[
1
3
(βe)4 − (βe)2
(
cos2 βe − 1
)
+ 4βe cosβe sin βe − 4
(
1− cos2 βe
)]
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Iz es =
1
(βe)8
[
−
2
3
(βe)4 sin βe +
1
6
(βe)3
(
6 cos3 βe − 21 cos βe
)
+
1
2
(βe)2
(
−11 cos2 βe sin βe + 10 sin βe
)
+ 11βe
(
− cos3 βe + cosβe
)
+ 8
(
cos2 βe sin βe − sin βe
) ]
I
(1)
y,2 ks11
=
1
(βe)5
[
(βe)3 sin βe − (βe)2
(
cos βe − cos3 βe
)
− 2βe
(
sin βe + 2 cos2 βe sin βe
)
+ 6 cosβe − 6 cos3 βe
]
I
(2)
y,2 ks11
=
1
(βe)4
[
(βe)2 cos βe + βe cos2 βe sin βe − 2 cos βe + 2 cos3 βe
]
Iy,2 ks22 =
2
βe
sin βe
Ipes =
1
(βe)10
[
1
3
(βe)6 +
2
3
(βe)4
(
cos2 βe − 1
)
+ (βe)3
(
−3 cos βe sin βe + 2 cos3 βe sin βe
)
+ 5(βe)2
(
1− 3 cos2 βe + 2 cos4 βe
)
+ 18βe
(
cos βe sin βe − cos3 βe sin βe
)
+ 12
(
−1− cos4 βe + 2 cos2 βe
) ]
I(ω,1)2 =
1
(βe)9
[
2
3
(βe)5 −
1
3
(βe)3
(
22 cos2 βe − 13
)
+ 4(βe)2
(
5 cos βe sin βe − cos3 βe sin βe
)
−
1
6
βe
(
87− 171 cos2 βe + 84 cos4 βe
)
−
25
2
(
cos βe sin βe − cos3 βe sin βe
) ]
Iy2(z,1)2 =
1
(βe)9
[
1
4
(βe)5 +
1
4
(βe)4
(
−5 cos βe sin βe + 2 cos3 βe sin βe
)
+
1
96
(βe)3
(
135
− 600 cos2 βe + 248 cos4 βe
)
+
1
288
(βe)2
(
2837 cos βe sin βe
− 1802 cos3 βe sin βe
)
+
4
9
βe
(
−11 + 28 cos2 βe − 17 cos4 βe
)
+ 4
(
− cos βe sin βe + cos3 βe sin βe
) ]
Iy z y,1 z,1 =
1
(βe)9
[
−
1
12
(βe)5 +
1
4
(βe)4
(
− cos βe sin βe + 2 cos3 βe sin βe
)
+
1
96
(βe)3
(
103− 248 cos2 βe + 248 cos4 βe
)
+
1
288
(βe)2
(
997 cos βe sin βe
− 1674 cos3 βe sin βe
)
+
1
54
βe
(
−122 + 475 cos2 βe − 353 cos4 βe
)
+ 3
(
− cos βe sin βe + cos3 βe sin βe
) ]
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Iz2(y,1)2 =
1
(βe)9
[
1
4
(βe)5 +
1
4
(βe)4
(
3 cosβe sin βe + 2 cos3 βe sin βe
)
+
1
96
(βe)3
(
− 281
+ 168 cos2 βe + 248 cos4 βe
)
+
1
288
(βe)2
(
− 1419 cosβe sin βe
− 1546 cos3 βe sin βe
)
+
1
54
βe
(
317 − 19 cos2 βe − 298 cos4 βe
)
+
5
2
(
− cos βe sin βe + cos3 βe sin βe
) ]
Iy ω,1 z,1 =
1
(βe)9
[
1
3
(βe)5 − (βe)4 cos βe sin βe +
1
3
(βe)3
(
5− 19 cos2 βe + 4 cos4 βe
)
+
1
18
(βe)2
(
217 cos βe sin βe − 108 cos3 βe sin βe
)
+
1
54
βe
(
− 338
+ 907 cos2 βe − 569 cos4 βe
)
+ 7
(
− cos βe sin βe + cos3 βe sin βe
) ]
Iz ω,1 y,1 =
1
(βe)9
[
−
1
3
(βe)5 − (βe)4 cos βe sin βe +
1
3
(βe)3
(
6− 11 cos2 βe + 4 cos4 βe
)
+
1
18
(βe)2
(
91 cos βe sin βe − 108 cos3 βe sin βe
)
+
1
54
βe
(
− 149
+ 664 cos2 βe − 515 cos4 βe
)
+
11
2
(
− cosβe sin βe + cos3 βe sin βe
) ]
I(y,1)2(y,2)2 =
1
(βe)5
[
1
4
(βe)3 +
1
4
(βe)2
(
3 sin βe cos βe + 2 sin βe cos3 βe
)
+
1
32
βe
(
− 19
+ 24 cos2 βe + 40 cos4 βe
)
+
1
32
(
−19 sin βe cos βe − 26 sin βe cos3 βe
) ]
Iy,1 z,1 y,2 z,2 =
1
(βe)6
[
1
12
(βe)4 +
1
4
(βe)3
(
sin βe cos βe − 2 sin βe cos3 βe
)
−
1
96
(βe)2
(
39
−120 cos2 βe+184 cos4 βe
)
−
1
288
βe
(
181 sin βe cos βe − 874 sin βe cos3 βe
)
+
4
9
(
1− 5 cos2 βe + 4 cos4 βe
) ]
I(z,1)2(z,2)2 =
1
(βe)7
[
1
4
(βe)5 +
1
4
(βe)4
(
−5 sin βe cosβe + 2 sin βe cos3 βe
)
+
1
96
(βe)3
(
135
−600 cos2 βe+248 cos4 βe
)
+
1
288
(βe)2
(
2837 sin βe cos βe − 1802 sin βe cos3 βe
)
+
4
9
βe
(
−11 + 28 cos2 βe − 17 cos4 βe
)
+4
(
− sin βe cos βe + sin βe cos3 βe
) ]
I
(1)]
ω,2 ks11
=
1
(βe)7
[
−
2
3
(βe)5 − (βe)3
(
−7 + 3 cos2 βe
)
+ (βe)2
(
7 sin βe cos βe + sin βe cos3 βe
)
− βe
(
14 − 10 cos2 βe − 4 cos4 βe
)
+ 6
(
sin βe cos βe − sin βe cos3 βe
) ]
I
(2)]
ω,2 ks11
=
1
(βe)6
[
− 2(βe)3 − (βe)2 sin βe cosβe + βe
(
4− 3 cos2 βe − cos4 βe
)
− 2
(
sin βe cos βe − cos3 βe sin βe
) ]
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Iω,2 ks22 =
1
(βe)3
[
(βe)2 +
(
cos2 βe − 1
) ]
Iz,1 y,2 z,2 =
1
(βe)3
[
−
2
3
βe cos3 βe +
2
9
(
− sin βe + 4 cos2 βe sin βe
)]
Iy ω,1 =
1
(βe)6
[
−(βe)2 cos βe −
1
2
βe
(
sin βe + 4 cos2 βe sin βe
)
+
7
2
(
cos βe − cos3 βe
)]
Iy z y,1 =
1
(βe)6
[
2
3
(βe)2 cos3 βe +
1
18
βe
(
−5 sin βe − 34 cos2 βe sin βe
)
+
27
18
(
cos βe − cos3 βe
)]
Iy2 z,1 =
1
(βe)6
[
1
3
(βe)2
(
2 cos3 βe − 3 cos βe
)
+
1
9
βe
(
2 sin βe − 17 cos2 βe sin βe
)
+ 2
(
cos βe − cos3 βe
) ]
Iz,1(z,2)2 =
1
(βe)4
[
−
1
3
(βe)2
(
3 cos βe − 2 cos3 βe
)
+
1
9
βe
(
2 sin βe − 17 cos2 βe sin βe
)
+ 2
(
cos βe − cos3 βe
) ]
Iω ω,1 =
1
(βe)8
[
−
2
3
(βe)5 − 2(βe)3
(
1− 2 cos2 βe
)
− 13(βe)2 sin βe cosβe
+
1
6
βe
(
57− 69 cos2 βe + 12 cos4 βe
)
+
21
6
(
cos βe sin βe − cos3 βe sin βe
) ]
Iω y z,1 =
1
(βe)8
[
−
1
3
(βe)5 + (βe)4 cos βe sin βe − (βe)3
(
1− 4 cos2 βe
)
−
2
3
(βe)2
(
12 cos βe sin βe − cos3 βe sin βe
)
+
1
9
βe
(
38− 55 cos2 βe + 17 cos4 βe
)
+ 2
(
cos βe sin βe − cos3 βe sin βe
) ]
Iω z y,1 =
1
(βe)8
[
1
3
(βe)5 + (βe)4 cos βe sin βe −
1
18
(βe)3
(
54 − 72 cos2 βe
)
+
1
18
(βe)2
(
12 cos3 βe sin βe − 126 cos βe sin βe
)
+
1
18
βe
(
103− 137 cos2 βe + 34 cos4 βe
)
+
27
18
(
cos βe sin βe − cos3 βe sin βe
) ]
Iy y,1(y,2)2 =
1
(βe)4
[
−
1
16
βe
(
1 + 8 cos4 βe
)
+
1
16
(
10 sin βe cos3 βe − sin βe cos βe
)]
Iy z,1 y,2 z,2 =
1
(βe)5
[
−
1
48
(βe)2
(
27− 48 cos2 βe + 24 cos4 βe
)
+
1
48
βe
(
59 sin βe cos βe
− 62 sin βe cos3 βe
)
−
4
3
(
1− 2 cos2 βe + cos4 βe
) ]
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Iz y,1 y,2 z,2 =
1
(βe)5
[
−
1
144
(βe)2
(
−9− 72 cos4 βe
)
−
1
144
βe
(
−9 sin βe cos βe + 186 sin βe cos3 βe
)
−
1
144
(
128 cos4 βe + 32− 160 cos2 βe
) ]
Iz z,1(z,2)2 =
1
(βe)6
[
1
16
(βe)3
(
−9 + 16 cos2 βe − 8 cos4 βe
)
+
1
48
(βe)2
(
94 sin βe cos3 βe
− 107 sin βe cos βe
)
+
1
9
βe
(
14− 43 cos2 βe + 29 cos4 βe
)
+ 2
(
sin βe cos βe − sin βe cos3 βe
) ]
Iω ω,1 z,1 =
1
(βe)11
[
(βe)6 cos βe +
1
108
(βe)5
(
216 cos2 βe sin βe − 666 sin βe
)
+
1
108
(βe)4
(
1350 cos3 βe − 2754 cosβe
)
+
1
108
(βe)3
(
− 3870 cos2 βe sin βe
+144 sin βe cos4 βe+2799 sin βe
)
+
1
108
(βe)2
(
−6081 cos3 βe+648 cos5 βe
+ 5433 cos βe
)
+
1
108
βe
(
− 2836 sin βe + 3974 cos2 βe sin βe
− 1138 sin βe cos4 βe
)
+
1
108
(
−756 cos βe + 1512 cos3 βe − 756 cos5 βe
) ]
I
(1)
ω z,2 ks11
=
1
(βe)8
[
2(βe)5 cos βe +
1
6
(βe)4
(
−6 sin βe cos2 βe − 31 sin βe
)
+
1
6
(βe)3
(
− 87 cos βe
− 21 cos3 βe
)
+
1
6
(βe)2
(
50 sin βe cos2 βe − 4 sin βe cos4 βe + 65 sin βe
)
+
1
6
βe
(
−19 cos βe + 35 cos3 βe − 16 cos5 βe
)
+
1
6
(
−48 sin βe cos2 βe + 24 sin βe cos4 βe + 24 sin βe
) ]
I
(2)
ω z,2 ks11
=
1
(βe)7
[
1
6
(βe)3
(
6 cos3 βe + 9 cos βe
)
−
5
2
(βe)2 cos2 βe sin βe +
1
6
βe
(
4 cos5 βe
+4 cos βe−8 cos3 βe
)
+
1
6
(
16 sin βe cos2 βe − 8 sin βe cos4 βe − 8 sin βe
) ]
Iω z,2 ks22 =
1
(βe)4
[
2(βe)2 cos βe − βe sin βe −
(
cos βe − cos3 βe
) ]
Iω z ω,1 =
1
(βe)10
[
5
3
(βe)5 sin βe −
1
18
(βe)4
(
36 cos3 βe − 99 cos βe
)
−
1
18
(βe)3
(
153 sin βe
− 171 cos2 βe sin βe
)
−
1
18
(βe)2
(
−315 cos3 βe + 24 cos5 βe + 291 cos βe
)
−
1
18
βe
(
−199 sin βe + 275 cos2 βe sin βe − 76 sin βe cos4 βe
)
−
1
18
(
−63 cos βe + 126 cos3 βe − 63 cos5 βe
) ]
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Iω y,1(y,2)2 =
1
(βe)6
[
−
1
432
(βe)3
(
288 cos2 βe sin βe + 576 sin βe
)
−
1
432
(βe)2
(
1152 cosβe + 480 cos3 βe
)
−
1
432
βe
(
−1445 sin βe − 160 cos2 βe sin βe + 216 sin βe cos4 βe
)
−
1
432
(
27 cos βe − 297 cos3 βe + 270 cos5 βe
) ]
Iω z,1 y,2 z,2 =
1
(βe)7
[
1
432
(βe)4
(
−288 sin βe + 288 cos2 βe sin βe
)
+
1
432
(βe)3
(
912 cos3 βe − 792 cos βe
)
+
1
432
(βe)2
(
216 sin βe cos4 βe − 1672 cos2 βe sin βe + 931 sin βe
)
+
1
432
βe
(
−1521 cos3 βe + 963 cos βe + 558 cos5 βe
)
+
1
432
(
−576 sin βe cos4 βe + 1152 cos2 βe sin βe − 576 sin βe
) ]
Iy˙2 =
1
(βe)5
[
1
3
(βe)3 + (βe)2 cos βe sin βe +
1
3
βe
(
6 cos2 βe − 1
)
−
5
2
cos βe sin βe
]
Iz˙2 =
1
(βe)6
[
1
3
(βe)4 − (βe)3 cos βe sin βe +
1
3
(βe)2
(
5− 10 cos2 βe
)
+
21
2
βe cos βe sin βe + 8
(
cos2 βe − 1
) ]

Annexe 3 - Inte´grales pour
une section circulaire
faiblement courbe´e
Dans le cas du mode`le de me`tre ruban faiblement courbe´, l’angle β(s1, s2, t) est suppose´ suf-
fisamment petit pour pouvoir ne garder que les termes de premier ordre en βe(s1, t) dans les
de´veloppements limite´s de y(s1, s2, t), z(s1, s2, t) et ω(s1, s2, t). Cela conduit aux expressions
III.24 :
y = s2, z = β
e
(
s22
2 a
−
a
6
)
et ω = −
βe
6
(
s32
a
+ a s2
)
.
En introduisant ces expressions dans les expressions de l’e´nergie de de´formation III.34 et de
l’e´nergie cine´tique III.66 du mode`le ge´ne´ral, l’inte´gration des e´nergies en fonction de s2 peut
e´galement eˆtre re´alise´e de manie`re analytique sans difficulte´ majeure. Les expressions obtenues
pour les termes inte´gre´s sur la courbe section graˆce au logiciel de calcul formel MAPLE sont
donne´es ci-apre`s :
z2 =
2
45
a3(βe)2
(y,2)2 = 2 a
y2 =
2
3
a3
(z,2)2 =
2
3
a(βe)2
ω2 =
46
945
a5(βe)2
y2(y,2)2 =
2
3
a3
y z y,2 z,2 =
4
45
a3(βe)2
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z2(z,2)2 =
22
945
a3(βe)4
ω y = −
8
45
a4 βe
y y,2 z,2 =
2
3
a2 βe
z(z,2)2 =
4
45
a2(βe)3
z(y2 + z2) = a4
(
4
45
βe +
4
945
(βe)3
)
ω,2 y,2 = −
2
3
a2βe
(y2 + z2)2 = a5
(
2
5
+
44
945
(βe)2 +
2
945
(βe)4
)
(ω,2)2 =
4
15
a3(βe)2
ω ω,2 z,2 =
82
945
a4(βe)3
ω y,2 z,2 = −
8
45
a3(βe)2
ω y(y,2)2 = −
8
45
a4 βe
ω z y,2 z,2 = −
26
945
a4(βe)3
ω2(z,2)2 =
94
2835
a5(βe)4
ω2(y,2)2 =
46
945
a5(βe)2
(es)2 =
1
1890
a5(βe,1)
4
(ks11)
2 =
2
45
a3(βe,11)
2
(ks12)
2 =
2
3
a(βe,1)
2
(ks22)
2 =
2
a
(βe − βe0)
2
es =
1
45
a3(βe,1)
2
z es =
2
945
a4 βe(βe,1)
2
y,2 ks22 = 2 (β
e − βe0)
(y2 + z2) es = a5
(
11
945
(βe,1)
2 +
1
945
(βe)2(βe,1)
2
)
161
(ω,1)2 =
46
945
a5(βe,1)
2
y2(z,1)2 =
22
945
a5(βe,1)
2
y ω,1 z,1 = −
26
945
a5(βe,1)
2
(z,1)2(z,2)2 =
22
945
a3(βe)2(βe,1)
2
ω,2 ks11 = −
2
45
a3 βe βe,11
ω,2 ks22 = −
2
3
a βe (βe − βe0)
y ω,1 = −
8
45
a4 βe,1
y2 z,1 =
4
45
a4 βe,1
z,1(z,2)2 =
4
45
a2(βe)2βe,1
ω ω,1 =
46
945
a5 βe βe,1
ω y z,1 = −
26
945
a5 βe βe,1
y z,1 y,2 z,2 =
4
45
a3 βe βe,1
z z,1(z,2)2 =
22
945
a3(βe)3βe,1
ω ω,1 z,1 =
8
945
a6 βe(βe,1)
2
ω z,2 k
s
11 = −
26
945
a4(βe)2βe,11
ω z,2 k
s
22 = −
8
45
a2(βe)2 (βe − βe0)
ω z ω,1 =
8
945
a6(βe)2βe,1
ω z,1 y,2 z,2 = −
26
945
a4(βe)2βe,1
z˙2 =
2
45
a3 β˙e
2

Annexe 4 - Solution
analytique pour la flexion
dans le plan
Dans le cas de l’essai de flexion dans le plan avec courbures de meˆme sens et pour les conditions
aux limites krt , β
e et βe,1 libres en 0 et en L, nous souhaitons comparer les re´sultats obtenus
nume´riquement avec COMSOL a` une solution analytique. Pour obtenir cette dernie`re, nous sup-
posons que le me`tre ruban conserve un comportement plan (q0 = cos(θ2/2), q2 = sin(θ2/2) et
q1 = q3 = 0), que l’ouverture des sections est uniforme le long du me`tre ruban (i.e. β
e inde´pen-
dant de s1) et que la rotation des extre´mite´s du ruban est de meˆme amplitude et de sens oppose´
(θ2(0) = −θ2(L)), ce qui correspond a` l’essai simule´ dans COMSOL. On ne´glige e´galement la
de´formation d’extension de la ligne de re´fe´rence er dans l’expression de l’e´nergie de de´formation
de part l’absence de couplage entre la tension et la flexion autour de e2 (si on re´sout le proble`me
en conservant la de´formation d’extension, on trouve celle-ci e´gale a` ze´ro). Enfin, on suppose que
l’essai se fait a` moment impose´ avec M2(0) = −M2(L) =M.
Dans le cas d’un comportement plan, les expressions des courbures deviennent :
krt = 0, k
r
2 = θ2,1 et k
r
3 = 0.
L’expression de la densite´ line´ique de l’e´nergie de de´formation ue pour une section circulaire
faiblement courbe´e se simplifie alors et on obtient les expressions suivantes pour ses trois com-
posantes ure, u
s
e et u
rs
e :
ure =
1
2
(
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
)
θ22,1,
use =
1
a
D22 (β
e − βe0)
2 ,
urse = −2D12 (β
e − βe0) θ2,1.
Le travail des efforts exte´rieurs est quant a` lui e´gal a` :
Wext =M2(0) θ2(0) +M2(L) θ2(L) =M [θ2(0)− θ2(L)] .
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La diffe´rentiation de l’e´nergie potentielle conduit donc a` l’expression ci-dessous :
δUp = δ
(∫ L
0
ue ds1 −Wext
)
=
∫ L
0
{[(
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
)
θ2,1 − 2D12 (β
e − βe0)
]
δθ2,1
+
[
2
45
Aa3 βe θ22,1 +
2
a
D22 (β
e − βe0)− 2D12 θ2,1
]
δβe
}
ds1 −M (δθ2(0)− δθ2(L))
=
∫ L
0
{
−
[(
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
)
θ2,1 − 2D12 (β
e − βe0)
]
,1
δθ2
+
[
2
45
Aa3 βe θ22,1 +
2
a
D22 (β
e − βe0)− 2D12 θ2,1
]
δβe
}
ds1
+
{[
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
]
θ
(L)
2,1 − 2D12 (β
e − βe0) +M
}
δθ2(L)
−
{[
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
]
θ
(0)
2,1 − 2D12 (β
e − βe0) +M
}
δθ2(0).
Le principe du minimum de l’e´nergie potentielle revient a` re´soudre l’e´galite´ δUp = 0 qui doit
eˆtre vraie quels que soient δθ2 et δβ
e. On a donc finalement :

[(
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
)
θ2,1 − 2D12 (β
e − βe0)
]
,1
=
[
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
]
θ2,11 = 0,[
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
]
θ2,1(L)− 2D12 (β
e − βe0)
=
(
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
)
θ2,1(0)− 2D12 (β
e − βe0) = −M,
2
45
Aa3 βe θ22,1 +
2
a
D22 (β
e − βe0)− 2D12 θ2,1 = 0 sur ]0;L[.
La premie`re e´galite´ conduit a` θ2,11 = 0 soit θ2,1 = cste. La seconde e´galite´ devient alors :(
2
45
Aa3(βe)2 + 2 aD11
)
θ2,1 − 2D12 (β
e − βe0) = −M,
et constitue avec la troisie`me un syste`me de deux e´quations a` deux inconnues.
Cette troisie`me e´quation permet d’exprimer βe en fonction de θ2,1 :
βe =
aD12 θ2,1 +D22 β
e
0
A
45
a4 θ22,1 +D22
,
tandis que la seconde permet d’obtenir l’expression de M en fonction de θ2,1.
Or θ2,1 = cste d’ou` :
θ2 =
θ2(L)− θ2(0)
L
= −
2
L
θ2(0),
ayant suppose´ que θ2(0) = −θ2(L).
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Il suffit alors de remplacer θ2,1 par son expression en fonction de θ2(0) dans la seconde expression
pour pouvoir tracer la relation moment-rotation en s1 = 0. Comme on peut le voir a` la Figure
1, les re´sultats analytiques et nume´riques sont en tre`s bonne ade´quation.
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
1,4
1,6
θ2(0) (rad)
M
2
(0
) 
(N
.m
)
Analytique
Comsol
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0,2
Figure 1: Comparaison de la relation M2(θ2) en s1 = 0 obtenue analytiquement
et nume´riquement pour l’essai de flexion avec courbures de meˆme sens (extre´mite´s
libres)
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